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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
За последние десятилетия в радиотехнике сверхвысоких частот 
(СВЧ) и в антенной технике произошли заметные изменения, связанные с  
освоением новых частотных диапазонов, с совершенствованием элемент-
ной базы радиоустройств, с неуклонным внедрением компьютерных мето-
дов расчёта и проектирования. 
В наши дни принципы волновой теории проникли в те области ра-
диотехники, где ранее безраздельно господствовала методология тради-
ционной теории цепей. За примерами не надо ходить далеко – современ-
ная акустоэлектроник, основанная на использовании звуковых волн в 
твердом теле, позволила создать весьма совершенные частотные фильтры 
и даже законченные функциональные блоки для обработки сложных сиг-
налов. Влияние методов волновой теории прослеживается даже в такой, 
казалось бы, далекой от электроники и техники СВЧ-области, как конст-
руирование матричных сигнальных процессоров, которые, по-видимому, 
станут важнейшей для радиотехники разновидностью сверхбольших ин-
тегральных схем. 
Поэтому очень актуальной становится задача подготовки специа-
листов для работы в данных областях, которые базируются на теории элек-
тромагнитного поля и теории электрических СВЧ-цепей. При этом исполь-
зуются аппараты векторного анализа, дифференциальных уравнений, тео-
рии комплексных переменных и теории матриц. 
Основные законы электродинамики формулируются в виде уравне-
ний Максвелла, которые позволяют определить структуру и основные ха-
рактеристики электромагнитных полей, понять физику происходящих яв-
лений, предложить методы и соотношения для расчета антенн и СВЧ-
устройств. 
Учебно-методический комплекс по дисциплине «Электродинамика и 
распространение радиоволн» будет способствовать повышению качества 
усвоения знаний студентов по данному курсу и улучшению методического 
обеспечения учебного процесса. 
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РАБОЧАЯ  ПРОГРАММА 
 
Дисциплина «Электродинамика и распространение радиоволн» явля-
ется одной из основополагающих дисциплин для радиоинженеров. На ней 
базируются такие фундаментальные дисциплины, как «Электронные при-
боры СВЧ и квантовые приборы», «Антенны и устройства СВЧ», «Радио-
технические системы». 
Задачи изучения дисциплины. 
В результате изучения дисциплины «Электродинамика и распростра-
нение радиоволн» студенты должны знать основные уравнения электроди-
намики, уметь применять эти уравнения для расчета полей в различных 
волноводах и объемных резонаторах, определять поля излучения простей-
ших антенн, иметь понятие о методах расчета электромагнитных полей в 
различных средах, знать законы распространения радиоволн различных 
диапазонов в свободном пространстве, с учетом влияния поверхности Зем-
ли, тропосферы, ионосферы, понятие о вопросах электромагнитной со-
вместимости при распространении радиоволн. 
Перечень дисциплин с указанием разделов (тем), усвоение которых 
студентами необходимо для изучения данной дисциплины: 
 
Название дисциплины Раздел темы 
Математический анализ Векторный анализ, теория поля, диффе-
ренциальные уравнения, специальные 
функции 
Физика Электромагнетизм, оптика 
 
ВИДЫ ЗАНЯТИЙ И ФОРМЫ КОНТРОЛЯ ЗНАНИЙ 
 
Д З Виды занятий,  
формы контроля знаний П С П С 
Курс 2    
Семестр 3,4    
Лекции, ч 84    
Экзамен (семестр) 4    
Зачет (семестр) 3    
Практические (семинарские),ч -    
Лабораторные занятия, ч 34    
Расчетно-графические работы 
(семестр) 
-    
Контрольные работы (семестр) -    
Курсовая работа (семестр/часы) -    
Курсовой проект (семестр/часы) -    
Управляемая самостоятельная 
работа (часы) 
-    
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ЛЕКЦИОННЫЙ КУРС 
 
Число часов Название 
темы 
Содержание 
Д З 
 3 семестр П С П С 
1. Введение История развития предмета. Вопросы материали-
стического мировоззрения в курсе. Система единиц 
СИ. Используемые математические понятия и сим-
волы. Векторы и действия над ними. Линейное 
преобразование. Поля и операции векторного ана-
лиза. Интегральные формулы векторного анализа. 
Заряды, токи. Электромагнетизм и магнитное поле. 
    
2. Основы 
теории 
электро-
магнитного 
поля 
Уравнения Максвелла в дифференциальной и ин-
тегральной форме. Полный ток и магнитное поле. 
Обобщенный закон электромагнитной индукции. 
Электрическое поле и заряды. Непрерывность ли-
ний вектора В. Заключительные замечания об урав-
нениях Максвелла. Материальные уравнения. По-
ляризация и намагничивание. Электропроводность. 
Проводники и диэлектрики. Типы сред в электро-
динамике. Поля, заряды и токи на границах разде-
лов сред. Граничные условия для векторов элек-
трического поля. Граничные условия для векторов 
магнитного поля. 
Закон Джоуля – Ленца и превращение энергии. Ба-
ланс энергии поля. Локальный баланс и движение 
энергии. Задачи электродинамики и классы элек-
тромагнитных явлений. 
4    
3 Статические, стационарные, квазистационарные  
поля. Электростатика и магнитостатика. Система 
уравнений электростатики и магнитостатики. 
Электростатические поля. Проводники в электро-
статике. Емкость. Диэлектрики в электростатике. 
Стационарные магнитные поля. Основные уравне-
ния и закон Био-Савара. Потенциалы в теории ста-
ционарного магнитного поля. Аксиально-симмет-
ричные поля. Виток тока как магнитный диполь. 
Энергия стационарных полей. 
4    
4. Основ-
ные поло-
жения 
электроди-
намики 
Уравнения электродинамики. Источники поля. 
Уравнения электродинамики в комплексной форме. 
Баланс энергии при гармонических колебаниях. 
Единственность решений электродинамики. Прин-
цип взаимности. Перестановочная двойственность 
уравнений Максвелла. 
4    
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5. Простей-
шие элек-
тромагнит-
ные волны 
Общие сведения о волновых процессах. Плоские од-
нородные электромагнитные волны. Поляризация и 
сложение волн. Дисперсия, разные оценки скорости. 
Эффект Фарадея. Эффект Коттона – Мутона. 
2    
6. Электро-
динамика и 
оптика 
Отражение и преломление. Падение волны на границу 
раздела сред. Законы Снеллиуса. Углы полного пре-
ломления и полного отражения. Граничные условия у 
поверхности реального металла. Случай нормального 
падения. Наклонное падение. Формулы Френеля. 
Полное электромагнитное поле. Полное отражение и 
направленные волны. Плоский полый волновод. Вол-
ны вдоль плоской границы диэлектриков. Плоский 
диэлектрический волновод. Действие проводящих 
границ. Геометрическая оптика. 
4    
7. Электро-
магнитные 
волны в 
структурах 
Однородное уравнение Гельмгольца. Электромаг-
нитные волны в продольнооднородных структурах. 
Классы волн. Быстрые и медленные волны. Крае-
вые задачи для классов волн. Периодические струк-
туры. Передача и потери энергии в структурах. 
4    
8. Направ-
ляющие 
структуры 
Решение двухмерного уравнения Гельмгольца ме-
тодом разделения переменных. Прямоугольный 
волновод. Вырожденные волны. Круглый волно-
вод. Коаксиальная линия. Диэлектрические волно-
воды и родственные структуры. Полосковые, ще-
левые и другие планарные структуры. 
4    
9. Резона-
торы 
Трехмерное уравнение Гельмгольца и соответст-
вующие краевые задачи. Общая теория электро-
магнитных резонаторов. Добротность резонаторов. 
Прямоугольный резонатор. Цилиндрический резо-
натор. Другие полые резонаторы. Резонаторы в 
технике СВЧ. 
4    
10. Излуче-
ние в сво-
бодном про-
странстве 
Интегрирование неоднородного уравнения Гельм-
гольца. Излучение заданных источников. Элемен-
тарные электрический излучатель, диполь Герца. 
Элементарный магнитный излучатель. Обобщен-
ная задача об излучении. Принцип Гюйгенса. 
4    
11. Дифрак-
ция в сво-
бодном про-
странстве 
Электродинамические задачи дифракции. Отвер-
стие в экране. Дифракция Фраунгофера. Отверстие 
в экране. Дифракция Френеля. Взаимно дополни-
тельные экраны. Принцип Бабине. 
4    
12. Излуче-
ние и ди-
фракция в 
изолиро-
ванных 
структурах 
Элементы электродинамики неоднородных сред. 
Вычислительные методы в электродинамике. 
Уравнение электродинамики в случае неоднород-
ных сред. Примеры неоднородных сред. Некото-
рые методы решения электродинамических задач в 
случае неоднородных сред. Вычислительные мето-
ды в электродинамике. 
4    
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13. Общие 
вопросы 
распро-
странения 
радиоволн 
Области распространения радиоволн по естествен-
ным трассам. Влияние поверхности и атмосферы 
Земли на распространение радиоволн. Особенности 
распространения радиоволн различных диапазо-
нов. Влияние условий распространения радиоволн 
различных диапазонов на работу радиолиний раз-
личного назначения: линии радиолокации, радио-
навигации, радиоуправления, радиосвязи. 
4    
14. Распро-
странение 
радиоволн 
в свобод-
ном про-
странстве 
Формула идеальной радиопередачи. Определение 
напряженности поля и мощности в приемной ан-
тенне по заданному току в излучающей антенне и 
по мощности, подводимой к антенне. Область про-
странства, существенная в работе радиолинии, зо-
ны Френеля. 
6    
15. Влияние 
поверхно-
сти Земли 
на распро-
странение 
радиоволн 
Электрические свойства земной поверхности. По-
глощение радиоволн земной поверхностью. Коэф-
фициент отражения на границе раздела воздух-поч-
ва при различных видах поляризации волны. Клас-
сификация случаев распространения земных радио-
волн. Расстояние прямой видимости, зона тени и 
полутени. Поле излучателя, поднятого над плоской 
поверхностью Земли. Зона Френеля при отражении. 
Интерференционные формулы при ненаправленных 
и направленных антеннах. Формула Введенского. 
Метод учета сферичности Земли. Влияние неровно-
стей земной поверхности на поле земных волн. Рас-
сеяние от мелких неровностей земной поверхности, 
критерий Релея. Эффективный коэффициент отра-
жения. Понятие о методах расчета мощности. 
Удельная эффективная площадь обратного рассея-
ния. Диаграммы рассеяния и обратного рассеяния. 
Дифракция радиоволн на сферической поверхности 
Земли. Расчет напряженности поля. 
6    
16. Тропо-
сфера и ее 
влияние на 
распростра-
нение ра-
диоволн 
Состав и строение тропосферы и стратосферы. Ди-
электрическая проницаемость и индекс преломле-
ния, средние и аномальные закономерности их из-
менения в радиочастотном и оптическом диапазо-
нах. Микроструктура тропосферы и ее флуктуаций.  
Ослабление сантиметровых, миллиметровых, ин-
фракрасных и оптических волн в тропосфере. Селек-
тивное поглощение. Влияние гидрометеоров. Мето-
ды экспериментального исследования тропосферы. 
Уравнение траектории волны в приближении гео-
метрической оптики. Рефракция радиоволн и опти-
ческих волн. Радиус кривизны траектории волны. 
8    
 8 
Возможные виды рефракции. Понятие эквивалент-
ного радиуса Земли и его применение для расчета 
напряженности поля при нормальной рефракции. 
17. Ионо-
сфера и ее 
влияние на 
распро-
странение 
радиоволн 
Строение ионосферы. Процессы ионизации и ре-
комбинации. Распределение свободных электронов 
в реальной ионосфере. Спародические слои. Ди-
электрическая проницаемость ионизированного 
газа без учета и с учетом влияния магнитного поля 
Земли. Эффект Фарадея, обыкновенная и необык-
новенная волна. Поглощение радиоволны и линей-
ные свойства ионизированного газа. Преломление 
и отражение радиоволн в ионосфере. Примени-
мость приближения геометрической оптики. Час-
тичное прохождение радиоволн через регулярные и 
спародические слои. Методы экспериментального 
исследования ионосферы. 
8    
18. Помехи.  Мощность помех на входе приемного устройства и 
шумовая температура. Помехи радиостанций. 
Промышленные помехи.. 
4    
19. Элек-
тромагнит-
ная совмес-
тимость 
при распро-
странении 
радиоволн 
Электромагнитная совместимость радиоэлектрон-
ных средств 
2    
20. Особен-
ности рас-
простране-
ния радио-
волн раз-
личных 
диапазонов 
Распространение УКВ на наземных радиолиниях. 
Распространение УКВ в пределах прямой видимо-
сти. Расчет напряженности поля. Замирания радио-
волн. Нерегулярное распространение УКВ. Тропо-
сферные волноводы. Регулярное распространение 
УКВ. Распространение УКВ на космических ра-
диолиниях. Межпланетная среда. Мерцания. Эф-
фект Доплера. Радиолокация Луны, Марса, Вене-
ры. Распространение коротких волн. Замирания. 
Зоны молчания. Распространение средних, длин-
ных и сверхдлинных волн. Зона ближних и дальних 
замираний. Перекрестная модуляция в ионосфере, 
волновод Земля-ионосфера. Устойчивость ампли-
туды и фазы поля на длинных волнах. Георазведка 
полезных ископаемых с помощью электромагнит-
ных волн. 
12    
 Итого: 4-й семестр 
Всего за учебный год 
48 
84 
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ЛАБОРАТОРНЫЕ ЗАНЯТИЯ 
 
Число часов 
Наименование 
Д З 
3-й   семестр П С П С 
1. Измерение на СВЧ с помощью измерительных линий 4    
2. Исследование прямоугольного волновода 4    
3. Исследование способов согласования 4    
4. Измерение параметров коаксиальных кабелей 4    
5. Итоговое занятие 2    
Итого: 3-й семестр 18 
4-й семестр     
6. Исследование параметров  щелевых возбудителей 4    
7. Объемный резонатор 4    
8. Исследование направленных волн при наклонном  падении  
на отражающую поверхность 
4    
9. Определение волнового сопротивления коаксиального кабеля 4    
Итого: 4-й семестр 16    
Всего за учебный год: 34    
 
 
 
УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ ПО ДИСЦИПЛИНЕ 
 
Основная 
1. Никольский, В. В. Электродинамика и распространение радиоволн 
/ В. В. Никольский, Т. И. Никольская. – М. : Наука, 1989. 
2. Баскаков, С. И. Электродинамика и распространение радиоволн / 
С. И. Баскаков. – М. : Высш. шк., 1992. 
3. Грудинская, Г. П. Распространение радиоволн / Г. П. Грудинская. – 
М. : Высш. шк., 1975. 
 
Дополнительная 
4. Янушкевич, В. Ф. Электродинамика  и распространение радиоволн : 
метод. указания к лабораторным работам / В. Ф. Янушкевич. – Новопо-
лоцк, 1994. 
5. Янушкевич, В. Ф. Электродинамика  и распространение радиоволн : 
метод. указания к лабораторным работам / В. Ф. Янушкевич. – Новопо-
лоцк, 1996 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Электромагнитное поле характеризуется некоторыми векторными 
функциями координат и времени. Какое же физическое содержание отве-
чает этому описательному аппарату?  
Рассмотрим, например, такой реализуемый в принципе эксперимент. 
В вакууме расположены две антенны: передающая и приемная. Передача 
электромагнитной энергии производится в течение короткого интервала 
времени τ, а остальное время передатчик бездействует. Пусть время ∆τ, в 
течение которого энергия достигает приемной антенны, больше τ (пусть 
даже ∆τ >> τ). В таком случае легко указать время, когда энергия уже из-
лучена передающей антенной, но еще не поступила в приемную, а следо-
вательно, локализована в вакууме. Ее носитель, таким образом, – это не 
привычная нам материальная среда, а иная физическая реальность. Именно 
она и есть электромагнитное поле [1, 2].  
Слово «поле» мы употребили для обозначения некоторой объектив-
ной реальности. В философском смысле электромагнитное поле следует 
рассматривать как одну из форм существования материи. 
В 1784 – 1789 гг. были опубликованы работы Шарля Кулона об элек-
трических и магнитных взаимодействиях. Известный закон Кулона, который 
изучается в наше время уже в средней школе, поразительно похож на откры-
тый в предшествующем веке Ньютоном закон тяготения. Найденный позднее 
закон Ампера о взаимодействии токов и другие закономерности этого рода 
идейно близки закону Кулона: действие одного объекта на другой, как пола-
гали исследователи, происходит без всякого участия промежуточной среды, 
мгновенно. Это так называемый принцип дальнодействия, то есть действия 
на расстоянии, вошедший в науку вместе с механикой Ньютона. 
С именем Майкла Фарадея (1791 – 1867) связано зарождение иной 
концепции в теории электромагнетизма, принципа близкодействия, со-
гласно которому взаимодействие осуществляется через посредство среды 
(в частности, вакуума), являющейся «вместилищем» электромагнитного 
процесса; при этом возникает вопрос о времени передачи взаимодействия. 
Исключительный вклад в науку было суждено внести Джемсу Клерку 
Максвеллу (1831 – 1879). В современной физике уравнения Максвелла яв-
ляются фундаментальными законами теории электромагнетизма. Максвел-
лу принадлежит теоретический вывод о существовании электромагнитных 
волн – вместе с гипотезой об электромагнитной природе света. Этот вывод 
явился результатом анализа, отправной точкой которого были физические 
идеи Фарадея. Возбуждение электромагнитных волн в лаборатории и их 
экспериментальное исследование было осуществлено позднее Генрихом 
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Герцем (1857 – 1894), который внес также значительный вклад в теорию 
электромагнетизма. Герц предвосхитил многое из того, что мы относим 
теперь к радиотехнической электродинамике. В частности в своих опытах он 
использовал параболические зеркала, в которых можно видеть прообраз со-
временных зеркальных антенн. Тем не менее, он не ставил вопрос о техниче-
ском применении электромагнитных волн. Историческая заслуга изобрете-
ния беспроводной связи – радио – принадлежит нашему соотечественнику 
А. С. Попову (1859 – 1906). Отметим еще, что для подтверждения электро-
магнитной природы света решающими оказались опыты другого русского 
ученого П. Н. Лебедева (1866 – 1911), измерившего световое давление.  
Предположим, что электромагнитная энергия распространяется вдоль 
проводника, который мы хотим считать участком цепи, причем через два на-
ходящихся на расстоянии L сечения проходят токи 1( )l t  и 2( )l t  соответствен-
но. В теории цепей считают, что эти токи одинаковы, то есть 1 2( ) ( )l t l t= , но 
так ли это? Пусть 1( ) cosml t I t= ω . Поскольку для распространения электро-
магнитного процесса на расстояние L нужно время /t L V∆ = , где V – ско-
рость, то фазу tω  ток 2I  будет иметь только по истечении времени t∆ , а в 
данный момент его фаза есть ( )t tω − ∆ . Токи 1( )I t  и 2( )I t , как мы видим, не 
равны, поскольку имеется фазовое различие t∆ϕ = ω∆  (может, например, 
оказаться, что 2( ) 0I t = , когда 1 mI I= ). Учитывая известную связь скорости, 
длины волны и частоты ( fυ = λ , / 2f = ω pi), имеем 2 /L∆ϕ = pi λ . Таким об-
разом, фазовое запаздывание пренебрежимо мало, когда: 
L << λ                                                    (B.1) 
где  L надо понимать как максимальный размер объекта [3].  
При этом ток во всех сечениях цепи можно считать неизменным. Не-
равенство (В.1) называют условием квазистационарности. Теория цепей 
переменного тока пригодна, если оно выполняется. 
В теории антенн существенно отклонение от условия (В.1), а многие 
современные антенны, обладающие высокой направленностью, много-
кратно превышают длину волны по своим размерам. Что касается элемен-
тов радиоаппаратуры на сантиметровых и миллиметровых волнах, то 
принципы их построения далеки от старых электротехнических образцов. 
Примечательно, например, использование различных волноводов в виде 
полых металлических труб, диэлектрических стержней и т.п., а также ана-
логично построенных резонаторов вместо так называемых колебательных 
контуров, включающих емкостные и индуктивные элементы. Для понима-
ния принципов действия, сознательного применения и конструирования 
подобных устройств необходимо знание теории электромагнетизма, бази-
рующейся на уравнениях Максвелла [10]. 
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ГЛАВА 1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЭЛЕКТРОМАГНЕТИЗМА 
 
 
1.1. Операции с векторами 
 
Понятие вектора как величины, характеризуемой – в отличие от 
скаляра – не только числом, но и направлением в пространстве, соответ-
ствует многим явлениям физической реальности. Как известно, в физике 
в качестве векторов рассматриваются сила, скорость и т.д. Применение 
векторов позволяет отображать физические закономерности в эконом-
ной и универсальной форме, которая при необходимости конкретизиру-
ется в разных системах координат. Составление математических выра-
жений, содержащих векторы, оказывается возможным потому, что по-
добно системе арифметических действий над числами существует ис-
числение векторов [3]. 
Векторы A

, B

 можно представить как 0A A A=
 
 и 0B B B=
 
, где 0A

, 
0B

 – единичные векторы (называемые также ортами), а числа А, В – абсо-
лютные значения векторов A

, B

. 
Орты, соответствующие направлениям осей х, у, z декартовой систе-
мы координат, будут обозначаться 0x , 0y , 0z . Любой вектор А можно 
представить в виде разложения: 
0 0 0A x y zx y zA A A= + +
   
,                                    (1.1) 
где  Ах, Ау, Аz являются его проекциями на оси декартовой системы коор-
динат; они называются также компонентами (составляющими) вектора А. 
Иногда будут использоваться векторные составляющие 0x xA x A=  и т. д. 
Сложение векторов сводится к сложению их компонент: 
0 0 0A B x ( ) y ( ) z ( )x x y y z zA B A B A B+ = + + + + +
    
.                  (1.2) 
Скалярное произведение векторов A  и B  определено как: 
(A,B) AB cos x x y y z zAB A B A B A B≡ = α = + +
  
.                   (1.3) 
Здесь и далее знаком тождества объединяются два эквивалентных 
обозначения;  – угол между направлениями векторов. Величина (А, В) 
есть скаляр (число).  
Как видно, (А, В) может составлять нуль и при не равных нулю А и 
В. Тогда эти векторы называются ортогональными: они направлены под 
прямым углом.  
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Векторное произведение векторов A  и B  есть: 
0 0 0
0, sin x y z
x y z
x y z
A B A B AB A A A
B B B
  ≡ × = υ α = 
  
  
.   (1.4) 
Здесь 0υ

 – орт, направленный по нормали к плоскости векторов A

 и B

, 
причем так, что кратчайшее угловое расстояние между их направлениями, 
обозначенное α , соответствует движению от А к В по часовой стрелке, ес-
ли смотреть вдоль 0υ

.  
Раскрывая определитель, находим, например, что [ A

, B

] = АуВz – АzВу 
и т.д. Изменение порядка сомножителей приводит к изменению знака век-
торного произведения: [ B

, A

] = – [ A

, B

]. 
Скалярное поле, характеризуемое функцией ψ (х, у, z ) ,  можно  
наглядно отобразить при помощи семейства поверхностей уровня  
ψ (х, у, z )  = Ci, где Сi, – константы; на рис. 1.1, а показан пример сечения 
такого семейства плоскостью чертежа. Введем вектор grad ψ, называемый 
градиентом ψ, который направлен в сторону максимального возраста-
ния ψ и равен скорости изменения ψ в этом направлении. Очевидно, что: 
0
dgrad
d
ψψ = υ
υ

,                                            (1.5) 
где  υ  – линия, ортогональная к поверхностям уровня, 
0υ  – касательный орт к линии υ .  
 
 
Рис. 1.1. Изображение скалярного поля 
 
Смысл формулы (1.5) легко понять, рассматривая участок двух близ-
ких поверхностей уровня (рис. 1.1, б). Проекция вектора grad ψ  на некото-
рое направление l есть 0 0 0 / cos /l grad lψ = υ ∂ψ ∂υ = α∂ψ ∂υ ; эта величина 
становится максимальной, когда l0 совпадает с 0υ  (cos  = l). Обозначая 
рассматриваемую проекцию gradlψ, имеем также: 
0l
dgrad
dl
ψψ = υ .                   (1.6) 
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Определяя по этой формуле проекции градиента ψ в декартовой сис-
теме координат (gradxψ, gradyψ и gradzψ), получаем: 
0 0 0grad x y z
x y z
∂ψ ∂ψ ∂ψψ ≡ ∇ψ = + +
∂ ∂ ∂
.                  (1.7) 
Здесь употреблено также другое обозначение градиента, использую-
щее символ ∇  («набла»). 
Мы видим, что скалярное поле ψ порождает векторное поле F  = grad ψ. 
Такое векторное поле называется потенциальным, а скалярная функция – 
потенциалом. Поверхности уровня, на которых ψ = const, являются, как го-
ворят, эквипотенциальными поверхностями. 
Для наглядного отображения векторных полей обычно строят карти-
ны так называемых векторных (или силовых) линий. Это линии, касатель-
ные к которым в каждой точке указывают направление вектора. Густота 
силовых линий может соответствовать интенсивности поля. При этом ко-
личество векторных линий, проходящих через ортогональную площадку 
(если она мала, то может считаться плоской), должно быть пропорцио-
нально абсолютному значению вектора, практически постоянному в пре-
делах площадки. 
Введем понятие векторного дифференциала длины вдоль некоторой 
линии l. Это вектор, направленный по касательной и по абсолютному зна-
чению равный скалярному дифференциалу dl (рис. 1.2, а); он может быть 
представлен в декартовых координатах (рис. 1.2, б): 
0 0 0 0dL dl x dx y dy z dz= τ = + +
    
.                 (1.8) 
Пусть задано векторное поле υ  (x, у, z), которое надо описать по-
средством векторных линий. Выразим υ  в декартовых координатах: 
0 0 0x y zx y zυ = υ + υ + υ
   
 
и потребуем, чтобы выполнялось условие пропорциональности dL k= υ
 
  
(к– любая константа).  
Приравнивая компоненты векторов υ  и dL , получаем: 
x y z
dx dy dz
= =
υ υ υ
.     (1.9) 
Это, в сущности, система двух дифференциальных уравнений, ин-
тегрирование которых приводит к уравнениям векторных линий. 
На рис. 1.3 показано несколько характерных типов картин силовых 
линий, которые могут встретиться при исследовании векторного поля F  в 
области V с граничной поверхностью S. Область V может содержать точку, 
из которой расходятся (исток) (а) или в которую сходятся (сток) (б) все си-
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ловые линии. Последние могут также проходить область насквозь (в) или 
совсем не пересекать ее поверхность S (г). В векторном анализе существу-
ет простая операция, позволяющая устанавливать, имеет ли заданное поле 
источники и стоки, показанные на рис. 1.3, а, б. 
 
 
 
 
Рис. 1.2. Векторный дифференциал  
вдоль некоторой длины L 
Рис. 1.3. Некоторые 
характерные типы  
картин силовых полей 
 
Введем сначала представление о потоке вектора F

 через поверх-
ность S (не обязательно замкнутую). Это интеграл: 
S
Ф Fds= ∫ ,          (1.10) 
где векторный дифференциал ds  понимается как произведение обычного 
(скалярного) дифференциала поверхности ds на орт нормали 0υ

, то есть 
0ds ds= ν

. Поэтому Fds F dsν=
 
 (рис. 1.4, а). Если поверхность S – замкну-
тая, как на рис. 1.3, то символ интеграла дополняется кружком: ∫ . Тогда 
0υ

 – орт внешней нормали; для незамкнутой поверхности 0υ

 выбирается 
произвольно. 
Поток вектора F

 положителен, если силовые линии выходят из по-
верхности S наружу, и отрицателен, если они входят внутрь (потому что 
угол между F

 и 0υ

 в первом случае острый, а во втором – тупой). Вообще 
поток вектора измеряется числом его линий, выходящих из поверхности, 
если густота линий соответствует интенсивности поля (см. выше). Дейст-
вительно (рис. 1.4, б), элементарный поток ∆Ф, проходящий через ∆S, ра-
вен F S⊥∆ . При этом /F k N S⊥= ∆ ∆ , где N∆  – число силовых линий, про-
ходящих через ортогональную площадку S⊥∆ , a k  – заданный коэффици-
ент пропорциональности. В то же время N∆  – это число силовых линий, 
проходящих через рассматриваемый элемент поверхности  S∆ . 
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Рис. 1.4. Измерение потока вектора F

 
Таким образом, оказывается, 
что ∆Ф = k∆N. Поэтому и для пол-
ного потока Ф через поверхность S 
имеем Ф = kN, где N – число вы-
ходящих через S силовых линий. 
Разумеется, выходящие наружу 
силовые линии рассматриваются 
как «положительные», а входящие 
 
внутрь – как «отрицательные». Следует также иметь в виду, что реальные 
картины силовых линий не могут претендовать на точное описание век-
торных полей, и равенство Ф = kN в действительности приближенное. Об-
ращаясь в качестве примера к рис. 1.3, видим, что там Ф > 0 (а), Ф < 0 (б), 
Ф = 0 (в) и Ф = 0 (г). В третьем из этих примеров число силовых линий, 
выходящих из замкнутой поверхности S, равно числу входящих внутрь. 
Дивергенцией (а также расхождением, расходимостью) вектора F  на-
зывается величина, определенная следующим предельным соотношением: 
0
1div lim
V S
F Fds
V∆ →
=
∆ ∫

 .       (1.11) 
Дивергенция div F  есть скалярная функция координат; по форму-
ле (1.11) определяется ее значение в точке, окрестностью которой является 
объем ∆V;   S – его граничная поверхность. Обозначая в (1.11) поток векто-
ра F  через поверхность S как ∆Ф, мы можем написать: 
0
div lim
V
Ф dФF
V dV∆ →
∆
= =
∆
. 
Если в некоторой точке div F  > 0, то эта точка является источником 
силовых линий; если div F < 0, то точка  является стоком; в случае div F

 = 0 
линии не начинаются и не кончаются в рассматриваемой точке. Чтобы 
убедиться в этом, рассмотрим внимательнее картину силовых линий типа 
изображенных на рис. 1.3, а. На рис. 1.5, а для такого поля показано не-
сколько последовательных положений замкнутой поверхности S, сжимаю-
щейся к точке Р. Поскольку через каждую такую поверхность выходит од-
но и то же число силовых линий, поток вектора все время постоянен и по-
ложителен; положительна и дивергенция, вычисляемая по формуле (1.18) 
(является ли эта величина ограниченной в данном примере, для нас сейчас 
не имеет значения). Пусть теперь поверхность S, уменьшаясь, сжимается к 
другой точке М (рис. 1.5, б). Видно, что с некоторого момента число сило-
вых линий, выходящих из S, станет равным числу входящих линий, то есть 
поток вектора обратится в нуль. Поэтому величина div F , вычисляемая по 
формуле (1.11), для всех точек за исключением Р окажется равной нулю. 
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На основании формулы (1.11) 
можно убедиться, что в декартовых 
координатах 
div yx z
FF FF
x y z
∂∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

.     (1.12) 
Дивергенция есть некоторая 
дифференциальная операция над 
компонентами вектора, приводящая 
к получению скалярной величины. 
 
 
Рис. 1.5. Картина силовых полей 
Ротацией (а также ротором, вихрем) вектора F  называется векторная 
величина, обозначаемая символом rot F. По определению проекция rot F на 
некоторое направление υ  (в некоторой точке, окрестностью которой явля-
ется площадка ∆S) есть: 
0
1
rot lim
S L
F FdL
S∆ →
=
∆ ∫

 .           (1.13) 
Здесь υ

 – направление нормали к площадке AS (орт 0υ
 ),  
L – граничный контур ∆S, согласованный с υ  правовинтовой систе-
мой (если смотреть вдоль 0υ

, то положительное направление обхода кон-
тура L – по часовой стрелке). Фигурирующий в (1.13) интеграл называется 
циркуляцией вектора F

 по замкнутому контуру L (смысл подынтегрально-
го выражения ясен, если привлечь (1.8)). 
Пользуясь формулой (1.13), нетрудно найти проекции вектора rot F  в 
декартовой системе координат. Тогда: 
0 0 0
rot / / /
x y z
x y z
F x y z
F F F
= ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  
         (1.14) 
Ротор, как мы видим, есть некоторая дифференциальная операция 
над компонентами вектора F, приводящая к получению новой векторной 
величины rot F

. 
Для всякого потенциального поля F

 = grad ψ имеем rot F

 = 0, то есть 
всегда: 
rot grad 0F ≡

                                           (1.15) 
(это легко проверить при помощи формул (1.7) и (1.14)). Поэтому потенци-
альные поля называют также безвихревыми. 
Поля, для которых div F = 0, называют соленоидальными.  
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При помощи формул (1.12) и (1.14) легко убедиться, что всегда 
div rot 0F ≡

,          (1.16) 
то есть соленоидальны поля F

 = rot V

. Если в некоторой области поле не 
является соленоидальным, причем в каждой точке div F

 ≠  0, то все точки 
области – это источники или стоки; силовые линии такого поля приходит-
ся строить, начиная (заканчивая) их во внутренних точках. Если же линий 
не обрывать, то невозможно согласовать их густоту с интенсивностью по-
ля. Потенциальные поля F

 (для которых rot F  = 0) могут быть одновре-
менно и соленоидальными (div F  = 0), тогда они называются гармониче-
скими. Приведем еще несколько тождеств векторного анализа, которые 
используются в математическом аппарате теории электромагнитного поля. 
Следующие четыре тождества имеют смысл правил дифференцирования 
произведения функций: 
grad grad gradϕψ = ψ ϕ + ϕ ψ ,            (1.17) 
div F divF Fgradψ = ψ + ψ ,          (1.18) 
[ , ]grad F V VrotF FrotV= − ,            (1.19) 
[ , ]rot F rotF grad Fψ = ψ + ψ             (1.20) 
Мы будем также неоднократно пользоваться формулой 
( ) ( )gradf f grad′ξ = ξ ξ          (1.21) 
(дифференцирование сложной функции) и формулой 
2
rotrotF graddivF F= − ∇            (1.22) 
(ротор от ротора). 
Поясним употребление символа ∇ , уже использовавшегося выше 
в (1.7) и вновь появившегося в (1.22). Так называемый оператор Гамильто-
на ∇  (набла) определяется как: 
0 0 0x y z
x y z
∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂
  
       (1.23) 
Величина есть grad ψ согласно (1.7). Действие ∇  на вектор приводит 
к дивергенции, если «умножать» ∇  и F по правилу составления скалярного 
произведения (1.3). Если же воспользоваться правилом составления век-
торного произведения, то получаем rotF F∇ × = . Это сразу видно из со-
поставления (1.4) и (1.14). 
Пользуясь формулами (1.7) и (1.12), легко составить величину  
div grad ψ, которая истолковывается как 2F∇ : 
2 2 2
2
2 2 2divg rad
x y z
∂ ψ ∂ ψ ∂ ψψ ≡ ∇ ψ = + +
∂ ∂ ∂
.         (1.24) 
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В декартовых координатах: 
2 2 2 2
0 0 0x y zF x F y F z F∇ = ∇ + ∇ + ∇ .    (1.25) 
Символом 2∇ , наравне с которым используется также символ ∆ , 
обозначается оператор Лапласа. 
Приведем без вывода наиболее важные для  теории электромагнит-
ного поля интегральные соотношения векторного анализа.  
Теорема Остроградского – Гаусса: 
V S
divFdV Fds=∫ ∫              (1.26) 
Теорема Стокса: 
S L
divFds FdL=∫ ∫              (1.27) 
Теорема Грина: 
S L
divFds FdL=∫ ∫              (1.28) 
(первая формула), 
( )2 2
V S
dv ds
v v
δϕ δψ ψ∇ ϕ − ∇ ϕ = ψ − ϕ δ δ ∫ ∫
      (1.29) 
(вторая формула). 
Аналог теоремы Остроградского – Гаусса для ротора: 
[ ],
V S
rotFdv ds F=∫ ∫  
Все выписанные соотношения имеют характер формул интегрирова-
ния по частям. При этом объемный или поверхностный интеграл (по V или 
по S) сводится к интегралу по замкнутой границе по замкнутой области в 
виде поверхности S или контура L. 
 
 
1.2. Уравнения Максвелла 
 
Понятие электрического заряда будем считать не подлежащим опре-
делению. В знакомом читателю курсе общей физики дается представление о 
фактах, на основании которых формируется понятие заряда. Заряд как фи-
зическая величина обозначается символом q и измеряется в кулонах [Кл]. 
Положительные и отрицательные заряды присущи элементам мик-
ромира. Строение материи таково, что они в высокой степени уравновеше-
ны. Заряд дискретен. Наименьший по абсолютной величине отрицатель-
ный заряд |e| = 1,6021892 (46) 10-19 Кл, ассоциируемый с представлением 
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об элементарной частице, принадлежит электрону. Мы не затрагиваем тео-
рии строения материи, которая, как известно, относится к компетенции 
квантовой физики. Относящиеся сюда проблемы электромагнетизма со-
ставляют предмет микроскопической электродинамики. В ряде важных слу-
чаев представление об элементарных частицах как о весьма малых телах, 
перемещающихся в пространстве (подобно непосредственно наблюдаемым 
объектам), сохраняет смысл. Говорят, что движение зарядов, то есть частиц, 
несущих заряды, образует электрический ток (ток проводимости). Эта фи-
зическая величина обозначается символом I . Единица измерения тока – ам-
пер, А; при токе в один ампер за секунду переносится один кулон заряда [4]. 
Теория электромагнетизма, изложение которой начинается в этой 
главе, является макроскопической. Это значит, что в рассматриваемых 
процессах проявляется действие огромных – «практически бесконечных» – 
количеств элементарных частиц. Структура материи при этом обычно иг-
норируется. Среда представляется сплошной, а заряды и токи – непрерыв-
но распределенными в объеме (иногда – на поверхности) [3]. 
Под плотностью заряда ρ  понимается величина 
0
lim
V
q
V∆ →
∆ρ =
∆
,         (1.30) 
где  ∆ q – заряд, содержащийся в элементарном объеме V∆ .  
Если не забывать о дискретности материи, то содержащийся в (1.30) 
предельный переход следует понимать как условный. Как бы ни умень-
шался объем V∆ , он все же должен содержать достаточно большое число 
элементарных частиц. Но при переходе к идеализированной сплошной за-
ряженной среде из (1.30) можно сделать вывод, что /dq dVρ = . 
Введем также представление о плотности тока проводимости j. Это 
вектор 
00
lim
S
Ij i
S∆ →
∆
=
∆
 
,         (1.31) 
где  ∆ S – элементарная площадка, ориентированная перпендикулярно 
движению зарядов,  
0i

 – орт нормали, указывающий направление движения;  
I∆  – ток, проходящий через S∆  (смысл предельного перехода тот 
же, что и в (1.30)). 
В современной физике остается незыблемым закон сохранения заря-
да: заряд не уничтожается и не создается из ничего.  
Пусть в некотором объеме V, ограниченном поверхностью S, содер-
жится заряд q. Если он не остается постоянным (то есть уменьшается или 
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увеличивается), то объяснить это следует тем, что границу пересекают но-
сители заряда. Иными словами, через поверхность S проходит ток, и его 
величина должна быть связана с зарядом соотношением: 
/I dq dt= −           (1.32) 
(ток, выходящий через S наружу, считается положительным, а входящий 
внутрь – отрицательным). Из (1.32) получается также дифференциальная 
формулировка закона сохранения заряда: 
/divj t= −∂ρ ∂ .           (1.33) 
ВЫВОД. По смыслу определений (1.30) и (1.31) 
,
V S
q dv I jds= ρ =∫ ∫  
то есть полный заряд внутри V есть объемный интеграл от плотности заря-
да ρ , а полный ток проводимости, проходящий через S, выражается пото-
ком вектора (1.17) плотности тока j .  
Подставим записанные выражения для заряда и тока в (1.32). Опера-
цию дифференцирования d/dt перенесем под знак интеграла (при этом по-
является производная частная /d dtρ , потому что ρ  также функция коор-
динат). Поток вектора j  согласно теореме Остроградского – Гаусса (1.33) 
заменим объемным интегралом от j . Объединив оба объемных интеграла 
в левой части равенства, получаем: 
0
V
divj dv
t
∂ρ 
+ = ∂ ∫

.  
Поскольку этот результат справедлив для произвольного объема V , 
из него следует, что подынтегральное выражение равно нулю. Это прямо 
приводит к формуле (1.33).  
Дифференциальную формулировку закона сохранения заряда (1.33) 
легко интерпретировать, пользуясь представлением о векторных линиях. 
Если где-либо в рассматриваемой области плотность заряда ρ  убывает 
(dρ/dt < 0), то при этом div j  > 0, а следовательно, там начинаются линии 
вектора j  (лежат источники). Аналогично в случае возрастания плотности 
заряда (dρ/dt > 0) мы обнаруживаем стоки, поскольку в соответствующих 
точках div j  < 0. Если же первоначальное распределение заряда в рассмат-
риваемой области сохраняется (ρ  не зависит от времени), то согласно 
(1.32) div j  = 0, а это значит, что или векторные линии плотности тока j  
пронизывают V насквозь (ср. рис. 1.3, в), или j  = 0. 
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Явления электромагнетизма весьма многообразны, однако понятие 
электромагнитного поля, уже обсуждавшееся во введении, открывает их 
единую основу. С некоторой точки зрения, сущность всех этих явлений со-
стоит в превращениях энергии, носителем которой является поле, высту-
пающее как особая форма материи. 
Электромагнитное поле описывают при помощи следующих вектор-
ных функций координат и времени: 
( ),E E r t=    – напряженность электрического поля,  
( ),H H r t=    – напряженность магнитного поля, 
( ),D D r t=    – электрическая индукция,  
( ),B B r t=    – магнитная индукция. 
Символ радиус-вектора r

 означает зависимость от пространствен-
ных координат, t – от времени. 
В электромагнитном поле на заряды и токи действуют силы. Если 
такого рода сила совершает работу, то у поля отбирается некоторая энер-
гия. В тех случаях, когда мы имеем возможность заметить этот процесс, 
мы наблюдаем электромагнитное явление, которое обнаруживает сущест-
вование поля в данной области пространства. В качестве «пробного тела», 
при помощи которого можно не только обнаружить, но и, в принципе, из-
морить поле, обычно рассматривают точечный заряд, то есть некоторое за-
ряженное тело, считающееся достаточно малым в условиях эксперимента 
(ниже это будет уточнено). На точечный заряд в электромагнитном поле 
действует сила: 
( ), ,F q E v B = +                  (1.34) 
где  q – величина данного заряда,  
v  – скорость его движения. В случае неподвижного заряда (v = 0) 
сила зависит только от напряженности электрического поля: F qE′ =

.  
Это равенство рассматривают в качестве определения вектора E

. На 
движущийся точечный заряд, как видно из (1.34), кроме того, действует 
сила ,F q v B ′′ =  
 
, называемая лоренцовой силой. С появлением этой силы 
связывают определение вектора магнитной индукции В. 
Итак, известны механические проявления поля, на основе которых 
строятся определения векторов поля E

 и B

 (называемых иногда силовы-
ми). При этом используется представление о пробном заряде. Размеры тела, 
принимаемого за точечный заряд, должны быть весьма малы, во-первых, по 
сравнению с расстоянием до точки наблюдения и, во-вторых, по отношению 
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к пространственным вариациям наблюдаемого поля. Кроме того, исчезаю-
щее малым должен быть отбор энергии поля для его индикации. 
Для полноты картины необходимо подчеркнуть, что современная 
экспериментальная техника располагает разнообразными средствами из-
мерения электромагнитных полей, и практическое применение для этой 
цели пробных зарядов обычно нецелесообразно. Наше рассмотрение имеет 
только принципиальное значение. 
Векторы D

 и H

 в вакууме связаны с E

 и B

 соотношениями 
0D E= ε
 
,   0B H= µ
 
,                                    (1.35) 
где 0ε  и 0µ  – константы, зависящие только от выбора единиц измерения; 
первая называется электрической постоянной, а вторая – магнитной.  
Связь напряженностей поля и индукций для полей, существующих в 
различных средах, будет предметом отдельного обсуждения. 
В табл. 1.1 приведены единицы измерения всех физических величин, 
уже встретившихся при изучении предмета, в используемой нами системе СИ. 
 
Таблица 1.1 
Единицы измерения электромагнитных величин в   СИ 
Название величины 
Обозна-
чение 
Единица измерения 
Заряд Q Кулон [Кл] 
Ток I Ампер [А] 
Плотность заряда Р Кулон на кубический метр [Кл/м3] 
Плотность тока J Ампер на квадратный метр [А/м2] 
Напряженность электрического поля  Е Вольт на метр [В/м] 
Напряженность магнитного поля Н Ампер на метр [А/м] 
Электрическая индукция D Кулон  на квадратный метр- [Кл/м2] 
Магнитная индукция В Тесла [Т] 
Электрическая постоянная 0ε  Фарад на метр [Ф/м] 
Магнитная постоянная 0µ  Генри на метр [Г/м] 
 
Теория электромагнитного поля сложилась в результате накопления 
и обобщения экспериментальных фактов, а также развития математическо-
го аппарата, который – при современном изложении – опирается в первую 
очередь на векторный анализ. В основных уравнениях теории векторы по-
ля E

, D

, H

 и B

, а также ρ  и j  связаны операциями ротора и диверген-
ции. Широко используется отображение электромагнитных полей при по-
мощи картин векторных линий. Линии векторов E

 и B

 называются соот-
ветственно электрическими и магнитными силовыми линиями. 
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В компактной форме операции векторного анализа запишем уравне-
ния, которые заключают в себе основание теории электромагнетизма и яв-
ляются постулатами теории: 
rot /H D t j= ∂ ∂ +   ,             (1.36) 
rot /E B t= −∂ ∂
 
                    (1.37) 
div D

 = ρ                          (1.38) 
div B

 = 0.                           (1.39) 
С формальной точки зрения, это дифференциальные уравнения в ча-
стных производных относительно компонент векторов поля E

, D

, H

 и B

, 
а также ρ и j . Каждое из первых двух уравнений является, в сущности, со-
кращенной записью трех скалярных уравнений: они получаются при про-
ецировании левых и правых векторных частей (1.36), (1.37) на оси выбран-
ной системы координат. 
Формулы (1.36) – (1.39) выражают уравнения Максвелла в диффе-
ренциальной форме.  
Перейдем от записи (1.36) – (1.39) к уравнениям Максвелла в инте-
гральной форме: 
L S
dHdl Dds I
dt
= +∫ ∫
  
     (1.40) 
L S
dEdl Bds
dt
= −∫ ∫
  
             (1.41) 
L
Dds q=∫
 
                  (1.42) 
0
L
Bds =∫
 
 ,                (1.43) 
ВЫВОД. Чтобы из (1.36), (1.37) получить (1.40), (1.41), рассмотрим 
некоторую поверхность S (рис. 1.6, а), «натянутую» на контур L. Взяв для 
определенности уравнение (1.36), проинтегрируем его левую и правую 
части по S, образовав поток вектора rot H

 и равный ему поток вектора 
d D

/dt + j .  При этом имеем: 
S s s
D
rotHds ds jds
t
∂
= +
∂∫ ∫ ∫

   
. 
Достаточно теперь к левой части применить теорему Стокса (1.27), 
заменив поток rot H

 через S циркуляцией Н по L, вынести операцию диф-
ференцирования / t∂ ∂  за знак первого интеграла справа и учесть, что вто-
рой интеграл справа согласно определению (1.31) есть ток I , проходящий 
через поверхность S (1.40). 
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При этом производится 
замена символов / t∂ ∂  →  d/dt, 
так как интеграл уже не явля-
ется функцией координат.  
Совершенно так же (1.41) 
получается из (1.37). 
Чтобы вывести (1.42) из 
(1.38), левую и правую части 
(1.38) проинтегрируем по  
 
 
Рис. 1.6. Ориентация векторов rotH

 и D

 
некоторому объему V, ограниченному поверхностью  
V v
divDdv dv= ρ∫ ∫

. 
По смыслу определения (1.30) объемный интеграл от ρ  дает полный 
заряд q, содержащийся в V. Что касается левого объемного интеграла, то 
он на основании теоремы Остроградского – Гаусса (1.26) преобразуется в 
поток D

 через замкнутую поверхность S (рис. 1.6, б). Уравнение (1.42)  
получено. 
Уравнение (1.43) получается тем же путем из (1.39).  
Из (1.40) видно, что циркуляция H , которая в случае постоянного 
тока была равна I, теперь окажется равной величине 
см
S S
d DI Dds ds
dt t
∂
= =
∂∫ ∫

 
,              (1.44) 
которая называется током смещения. Соответственно этому функция 
/D t∂ ∂

 рассматривается как ток смещения. 
 
 
1.3. Свойства материальных сред 
 
В макроскопической электродинамике установлено, что векторы по-
ля D  и B  (электрическая и магнитная индукции), а также плотность тока 
проводимости j  связаны с напряженностями поля E  и H  соотношения-
ми, зависящими от свойств среды. Обычно существуют связи: 
( )D D E=   ,   ( )B B H=   ,   ( )j j E=  .    (1.45) 
Простейшая интерпретация этой записи состоит в том, что, напри-
мер, индукция ( ),D r t   вполне определяется напряженностью ( ),E r t   в той 
же точке пространства М( r ) и в тот же момент времени t (аналогично рас-
сматриваются B

 и j ). Иными словами, процессы в среде считаются ло-
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кальными и безынерционными: в каждой точке состояние не зависит от 
окружающей среды и в каждый момент времени – от «предыстории». Хотя 
такая трактовка является упрощенной, она применима во многих случаях. 
При этом вместо (1.45) пишут: 
0D E= εε
 
,         (1.46) 
0B H= µµ
 
,          (1.47) 
j E= σ          (1.48) 
Напомним, что входящие в первые два равенства 0ε  и 0µ  – это ко-
эффициенты из формул (1.35). Величины ε  и µ  называются соответствен-
но относительной диэлектрической проницаемостью и относительной маг-
нитной проницаемостью (полные коэффициенты 0 aεε = ε  и 0 aµµ = µ  абсо-
лютные проницаемости), а σ  – удельной проводимостью [3, 5]. 
Будем называть соотношения (1.45) и все их возможные формы, 
включая (1.46) – (1.48), материальными уравнениями. 
Обычно вещество само по себе не создает макроскопически наблю-
даемого поля (одно из хорошо известных исключений – постоянные маг-
ниты). Это объясняется уравновешенностью внутренних процессов в ве-
ществе на микроскопическом уровне. В частности, нейтрализованы поло-
жительные и отрицательные заряды. Однако под действием внешнего (по-
стороннего) поля на эти заряды взаимная компенсация их полей в той или 
иной степени нарушается. Можно утверждать, что во внешнем электриче-
ском поле происходит некоторая деформация, а также переориентация 
атомов и молекул, заряды которых продолжают оставаться связанными в 
прежней структуре вещества. В результате отклонений зарядов, появляется 
нескомпепсированное внутреннее поле, которое, налагаясь на внешнее, за-
метно изменяет его. Это называется поляризацией среды. Аналогичный 
процесс, связанный с магнитным полем, называется намагничиванием. 
Пусть некоторое электромагнитное поле в вакууме характеризуется 
напряженностями E

, H

. При этом согласно (1.35) 0 0, ,вак вакD E B H= ε = µ
   
 
(мы добавили нижние индексы, чтобы подчеркнуть, что имеются в виду 
индукции в вакууме). Если то же поле E , H  существует в некоторой сре-
де, то индукции будут иными): 
вакD D P= +
  
, вакB B M= +
  
         (1.49) 
Приращения P

 и M

 будем называть поляризованностью (электри-
ческой поляризацией) и, соответственно, намагниченностью (магнитной 
поляризацией). Процессы поляризации и намагничивания среды выступа-
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ют как независимые, то есть первый связан только с электрическим полем, 
а второй с магнитным: 
( )P P E=   ,   ( )M M H= . 
В большинстве случаев этим соотношениям можно придать простую 
форму: 
0 0,   
э мP E M H= ε χ = µ χ
   
 
где безразмерные коэффициенты Эχ  и Mχ  – это так называемые электри-
ческая восприимчивость и магнитная восприимчивость среды. Они выра-
жают «меру отклика» среды на прилагаемое внешнее поле. Восприимчиво-
сти связаны простыми соотношениями с относительными проницаемостя-
ми. Действительно, внося (1.46), (1.47) и  в (1.49), получаем: 
1 , 1э мx xε = + µ = + .        (1.50) 
Обратимся к третьему материальному уравнению (1.48), устанавли-
вающему связь плотности тока проводимости и напряженности электриче-
ского поля в некоторой среде. На рис. 1.7, а представлена одна из возмож-
ных картин линий вектора j  и выделена такая достаточно малая цилинд-
рическая область V, что вектор j  внутри нее можно считать не зависящим 
от пространственных координат и направленным по оси цилиндра (орт 0ν
 ). 
Поэтому, интегрируя левую и правую части (1.48) по выделенному объе-
му V – SI, имеем: 
jSl = σ ElS 
(попутно мы спроецировали векторы j  и E  на 0ν , перейдя к их абсолют-
ным значениям). 
Величина jS есть не что иное, как ток 
проводимости I , проходящий по нормали 
через S, a El = U можно назвать падением 
напряжения на участке I (электротехниче-
ский термин). Таким образом, получаем: 
I Uℜ =       (1.51) 
где /l Sℜ = σ . 
Именно так формулируется закон Ома для 
участка цепи, а полученная константа ℜ  
есть электрическое сопротивление выделен-
ного цилиндрического объема среды  
 
 
Рис. 1.7 Силовые линии  
вектора j  в пространстве 
(совершенно так же вычисляется сопротивление отрезка проволоки). Итак, 
материальное уравнение (1.48) при σ  = const воспроизводит физическое 
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содержание известного закона Ома. В отличие от обычной формулировки 
этого закона оно является локальным, то есть выражает связь физических 
величин в точке. Поскольку сопротивление ℜ  измеряется в омах [Ом], 
удельная проводимость σ  имеет размерность [1/(Ом·м)]. Она измеряется в 
сименсах на метр [См/м]. 
Подчеркнем, что перемещающиеся заряды, которые создают ток, могут 
быть любого знака: положительные заряды образуют ток в направлении сво-
его движения, отрицательные – в противоположном. Можно легко предста-
вить себе ток при нейтрализованном заряде, когда в каждом макроскопиче-
ском элементе объема положительный заряд уравновешен отрицательным. 
Рассмотрим некоторое распределение положительного заряда, носи-
тели которого перемещаются со скоростью ν

. При этом существует ток с 
плотностью j , направленной, как ν  (то же было бы, если бы отрицатель-
ные заряды перемещались со скоростью – ν
 ). Если плотность заряда ρ , то 
j v= ρ .      (1.52) 
ВЫВОД. Обратимся к рис. 1.7, где показано, как смещается элемен-
тарный цилиндрический объем V = SI, содержащий заряд q = ρ V. За вре-
мя t∆  через поперечное сечение цилиндра S пройдет заряд q I t jS t∆ = ∆ = ∆ . 
В то же время q V S l∆ = ρ∆ = ρ ∆ , где l∆  – смещение заполненного зарядом 
элементарного объема V за время t∆  ( V∆  – смещенная часть V). Прирав-
нивая оба выражения q∆ , имеем  j t∆  = lρ∆ . Перейдем к пределу при 
0t∆ →  и, учитывая, что при этом /l t v∆ ∆ = , имеем j v∆ = ρ . Этот вывод 
(1.52) как раз и выражает j в векторной форме. 
В зависимости от степени электропроводности вещества, как извест-
но, делят на проводники и диэлектрики (изоляторы). В теории удобно 
пользоваться представлениями об идеальном проводнике как среде с неог-
раниченной проводимостью (σ → ∞ ) и об идеальном диэлектрике – среде, 
лишенной проводимости (σ  = 0). В чем различие этих гипотетических 
сред с точки зрения электродинамики? 
Взяв выражение плотности обобщенного тока, преобразуем его с 
привлечением материальных уравнений (1.46), (1.48) для некоторой среды 
с параметрами ε  и σ : 
 0
D Ej E
t t
∂ ∂
+ = σ + εε
∂ ∂
 

.        (1.53) 
Как видно, в случае идеального диэлектрика здесь исчезает первый 
член j E= σ  , а при переходе к идеальному проводнику второй член оказыва-
ется бесконечно малым в сравнении с первым (при всякой реальной скорости 
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процесса). Это значит, что в идеальном диэлектрике может существовать 
лишь ток смещения, а в идеальном проводнике – только ток проводимости. 
Теперь нетрудно найти критерий, по которому реальная среда долж-
на в электродинамике оцениваться как диэлектрик, проводник либо нечто 
промежуточное. Естественно сравнивать плотности токов проводимости и 
смещения. Если первый резко преобладает, то среда проявляет себя как 
проводник, а в противном случае – как диэлектрик. Наконец, когда оба 
члена в (1.53) одного порядка, среду нельзя отнести ни к проводникам, ни 
к диэлектрикам. 
Пусть для определенности рассматриваются гармонически колеб-
лющиеся поля, то есть временная зависимость описывается функцией 
cos tω  (напомним, что круговая частота ω  связана соотношением 2 fω = pi  
с частотой f , измеряемой в герцах [Гц]). Произведя дифференцирование 
по времени, мы получаем следующее отношение  
( ) 0
m
m
f
D t
σ
=
∂ ∂ ωεε
     (1.54) 
Проводником будем считать среду в случае, когда это отношение 
значительно превышает единицу, а диэлектриком, если оно значительно 
меньше единицы: 
0
1
1
проводник
диэлектрик
>> −σ

>> −ωεε 
         (1.55) 
Полученные оценки показывают, что отнесение какой-то определен-
ной среды к классу проводников или диэлектриков не имеет абсолютного 
характера, а зависит от частоты процесса. Может оказаться, что среда, 
проявляющая себя как диэлектрик при достаточно высоких частотах, на 
низких выступает как проводник. В том огромном диапазоне частот, кото-
рым располагает современная радиоэлектроника, свойства среды изменя-
ются весьма значительно. Однако вплоть до очень высоких частот, пока 
еще колебания частиц материи далеки от своих резонансов, параметры ε 
и σ  часто могут рассматриваться как частотно-независимые, то есть как 
константы в оценках (1.55). 
На рис. 1.8 показано, как изменяется величина 0σ ωεε  (1.54) для не-
которых распространенных сред. Видно, что среды, расположенные на по-
верхности земного шара, в различных вполне реальных обстоятельствах 
могут выступать и как диэлектрики, и как проводники. 
Вернемся к материальным уравнениям (1.46) – (1.48), содержащим 
величины ε , µ , и σ . Последние выступают как параметры сред. 
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Рис. 1.8. Зависимость 0σ ωεε  
от частоты для разных сред 
В большинстве случаев ε , µ , и 
σ  могут рассматриваться как ска-
лярные коэффициенты векторов. Это 
значит, что векторы E

 и D

, H

 и B

, 
E

 и j  коллинеарны (см. п. 1.1), а 
свойства среды не зависят от направ-
ления поля. Среды, характеризуемые 
скалярными ε , µ , и σ , называются 
изотропными. 
Однако вообще материальные 
уравнения рассматриваются как ли-
нейные однородные преобразования 
вида (1.46), (1.48). Таким образом, 
параметры ε , µ , и σ  выступают как 
матрицы. В тех случаях, когда это 
надо подчеркнуть, будем писать ε , 
µ , и σ . 
Употребляют названия: тензор диэлектрической проницаемости, тен-
зор магнитной проницаемости, тензор удельной проводимости. Среды, ха-
рактеризуемые тензорными параметрами, называют анизотропными. При 
анизотропии свойства среды зависят от направления векторов поля. Векто-
ры E

 и D

, H

 и E

, E

 и j  уже не образуют (в общем случае) коллинеар-
ные пары. 
Конечно, если ε  и µ . тензорные, то тензорами будут и соответст-
вующие восприимчивости Эχ  или Mχ . При этом вместо единиц следует 
написать единичные матрицы (тензоры) I . 
Говорят, что среда однородна в области V, если параметры ,  ,  ε µ σ  
(скаляры или тензоры) постоянны в V. Если же их следует рассматривать 
как функции координат, то среда неоднородна. Кусочно-однородными на-
зывают среды, параметры которых принимают различные постоянные зна-
чения в разных областях.  
Наконец, параметры ε , µ  и σ  в большинстве случаев можно считать 
не зависящими от векторов поля. Материальные уравнения при этом ли-
нейны. Линейными называют и соответствующие среды. Нелинейность 
большинства сред проявляется только в очень сильных полях. 
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1.4. Поля на границах раздела сред 
 
При рассмотрении любого реального объекта электродинамики мы 
встретимся с границами разнородных сред; такой границей является по-
верхность всякого физического тела. С точки зрения макроскопической 
электродинамики, граница раздела сред – это такая поверхность, на кото-
рой параметры ,  ,  ε µ σ  (хотя бы один из них) терпят разрыв как функции 
нормали. Конечно, можно было бы полагать эти функции непрерывными, 
допустив, что граница не является резкой, то есть имеется тонкий пере-
ходный слой, внутри которого свойства среды продолжают изменяться 
плавно. Но это не дает преимуществ по сравнению с использованием раз-
рывных функций; к тому же было бы непоследовательно рассматривать 
слишком тонкие слои в рамках макроскопической электродинамики [3, 6]. 
Пусть поверхность S (рис. 1.9, а) разделяет среды 1 и 2. Выберем на S 
точку М и выделим столь малую ее окрестность S∆ , что этот элемент по-
верхности можно считать плоским. В точке М построим орт нормали 0ν

 
(направление – из среды 2 в 1). Можно также построить на S∆  сколько 
угодно касательных ортов; выберем из них два ортогональных: 0τ

 и 0′τ

. 
При этом получена тройка ортогональных векторов 0ν

, 0τ

 и 0′τ

, по кото-
рым можно разложить любой из векторов поля E

, H

, B

 и D

 в точке M. 
Если орт 0τ  выбран так, что он совпадает по направлению с проекцией не-
которого вектора поля F  на S∆ , то имеем разложение 0 0F F Fν τ= ν + τ
  
. Го-
ворят, что вектор поля F  разложен на нормальную и тангенциальную (ка-
сательную) компоненты. 
В ряде случаев на границе раздела сред могут располагаться микро-
скопические носители заряда, как неподвижные, так и образующие ток 
проводимости. В макроскопической электродинамике принимается, что 
такого рода заряд не занимает объема, а является поверхностным. Плотно-
стью поверхностного заряда называют величину 
0
lim
S
q
S∆ →
∆ξ =
∆
.                                            (1.56) 
Поэтому допускается также существование поверхностного тока. 
Пусть такой ток проходит по поверхности S (рис. 1.6, б) и ортогонально пере-
секает линию l , причем в некоторой точке М на линии l  его направление 
указывает орт 0i . Плотностью поверхностного тока в М называется величина 
0
0
lim
l
i
l∆ →
∆Ιη =
∆

.                                            (1.57) 
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Рис. 1.9. Поля, заряды, токи на границах 
 
Нашей ближайшей целью является выяснение того, как ведут себя 
нормальные и тангенциальные компоненты векторов поля на различных 
границах раздела разнородных сред. Попутно войдут в рассмотрение также 
поверхностные заряды и токи. 
Покажем, что вектор электрической индукции D

 подчиняется сле-
дующему граничному условию: 
( )1 2 0 ,D D− ν = ξ                                          (1.58) 
то есть в граничных точках разность нормальных компонент вектора D  в 
обеих средах 1 0 1D Dνν =
 
 и 2 0 2D Dνν =
 
 равна плотности поверхностного за-
ряда ξ . Если граница не несет заряда (ξ  = 0), то нормальная компонен-
та Dν  вектора D

 при переходе границы остается непрерывной. 
ВЫВОД. В основу анализа положим третье уравнение Максвелла в 
интегральной форме. Построим пересекающий границу малый цилиндр 
высотой h∆  (рис. 1.10, а). Основания его параллельны оказавшемуся внут-
ри участку границы S∆ , который рассматривается как элемент плоскости.  
Пусть S в (1.42) есть поверхность рассматриваемого цилиндра, со-
стоящая из его оснований и боковой поверхности. Ввиду малости цилинд-
ра поле на его основаниях можно считать однородным: constD =

. Внеш-
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няя нормаль к верхнему основанию направлена по 0ν

, а к нижнему – про-
тивоположно. Поэтому, раскрывая интеграл в (1.42), получаем: 
1 0 2 0
Э
бокD S D S qν ∆ − ν ∆ + Φ = ∆
  
, 
где первые два члена получены при вычислении потока вектора D

 через 
основания цилиндра, а символом ЭбокΦ   обозначен поток D

 через его боко-
вую поверхность; в правой части – полный заряд q∆  внутри цилиндра.  
 
 
Рис. 1.10 Граничное условие для векторов электрического поля 
 
Теперь будем неограниченно уменьшать высоту цилиндра h∆ , но 
так, чтобы его основания оставались в разных средах и в пределе при 
0h∆ →  совпали с элементом граничной поверхности S∆ . При этом исче-
зает боковая поверхность цилиндра, а с ней ЭбокΦ . Так как становится рав-
ным нулю его объем, то исчезает и та часть заряда, которая могла быть 
распределена в объеме (если была отлична от нуля плотность заряда ρ , то 
есть в рассмотрение входит лишь заряд q S∆ = ξ∆ , сосредоточенный на са-
мой границе. Итак, достаточно разделить все члены равенства на S∆ , что-
бы получить граничное условие (1.58).  
Следующее граничное условие имеет вид: 
( )1 2 0 0E E− τ =                                            (1.59) 
Оно означает, что тангенциальная компонента 0 TE Eτ =

 вектора E

 
при переходе границы раздела сред всегда остается непрерывной. Вместо 
(1.59) часто употребляется эквивалентное равенство 
0 1 2, 0E E ν − = 
 
                                        (1.60) 
более удобное в том смысле, что 0ν  выбирается однозначно. 
Нормальная компонента вектора магнитной индукции B  всегда не-
прерывна: 
( )1 2 0 0B B− ν =   .                                         (1.61) 
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Тангенциальная компонента вектора H

 непрерывна только при от-
сутствии на границе поверхностного тока, а в общем случае справедливо 
граничное условие (см. рис. 1.10, б): 
( )1 2 0 0H H n− τ = η    .                                           (1.62) 
Чаще применяется эквивалентное граничное условие: 
0 1 2, H H ν − = η 
  
.                                             (1.63) 
 
 
1.5. Локализация и движение энергии поля 
 
Поскольку электромагнитное поле физически реально, оно обладает 
энергией. После ряда рассуждений и операций над уравнениями Максвел-
ла мы выясним, каким образом векторы поля E

, H

, D

 и B

 определяют 
его энергию W. Можно подойти к этому, начав с вопроса о превращениях 
энергии поля [3, 8]. 
Известно, что при наличии электрического тока в реальной среде 
выделяется тепло. Зная плотность тока j  и напряженность поля E , не-
трудно, как мы увидим, найти энергию, теряемую электромагнитным про-
цессом за единицу времени, то есть мощность тепловых потерь Р. Оказы-
вается, в объеме V расходуется мощность 
V
P jEd= υ∫

                                              (1.64) 
Чтобы убедиться в справедливости записанного выражения, обра-
тимся к простому варианту, который показан на рис. 1.7, а. В этом случае 
применение формулы (1.64) дает P jEV jSlE IU= = =  (поле и ток внутри 
малого цилиндрического объема V Sl=  однородны). Как видно, получен-
ное равенство эквивалентно закону Джоуля – Ленца, известному из курса 
общей физики. Таким образом, применение формулы (1.64) означает об-
ращение к закону Джоуля – Ленца. По смыслу равенства (1.64) подынте-
гральное выражение: 
p jE=                                                   (1.65) 
есть не что иное, как плотность мощности, то есть мощность, отнесенная к 
единице объема: 
0
lim
V
Pp
V∆ →
∆
=
∆
.                                          (1.66) 
Дальнейшее обсуждение будет опираться на уравнения Максвелла (1.36), 
(1.37). Все члены второго из них умножим на H , а все члены первого – на E : 
rot ,     rot .
B DH E H E H E Ej
t t
∂ ∂
= − = +
∂ ∂
 
     
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Вычтем левую и правую части второй строчки из соответствующих 
частей первой, тогда слева получим выражение rot rotH E E H−
   
, которое мы 
свернем посредством формулы (1.18). В результате будем иметь: 
div , B DE H H E iEt t
∂ ∂  = − − −  ∂ ∂
     
.                        (1.67) 
Равенству (1.67) нетрудно придать интегральную форму. С этой це-
лью проинтегрируем все его члены по некоторому объему V, ограничен-
ному поверхностью S, а затем левую часть преобразуем на основании тео-
ремы Остроградского – Гаусса (1.26): 
( ),
S V V
B DE H ds H E d iEdt t
∂ ∂  = − + υ − υ  ∂ ∂∫ ∫ ∫ .                (1.68) 
Остается проанализировать полученный результат. После некоторых 
рассуждений мы увидим, что равенство (1.68) есть уравнение баланса 
энергии поля в объеме V. 
Для всякой энергетически изолированной системы уравнение балан-
са энергии имеет вид: 
/P dW dt= − ,                                                   (1.69) 
где  W – запас энергии. 
В частности, из (1.69) следует, что потери энергии (Р > 0) могут про-
исходить только в результате уменьшения этого запаса (dW/dt < 0). 
Запишем (1.68) в виде: 
[ ], / 0
S
E H ds dW dt P+ + =∫ .                                (1.70) 
Очевидно, что равенство (1.68) предстает как уравнение баланса 
энергии в области V, причем вследствие неизолированности системы поя-
вился дополнительный член в виде поверхностного интеграла: 
[ ],
S S
P E H ds dsΣ = ≡ Π∫ ∫  .                                  (1.71) 
Величина PΣ  есть поток вектора: 
[ ],E HΠ =                                                 (1.72) 
через границу S области V. Он называется вектором Пойнтинга. 
Поток PΣ  вектора Пойнтинга Π  показывает, насколько внутренние про-
цессы не уравновешены. Если, например, PΣ  > 0, то это означает потери энер-
гии в области V из-за ее перехода во внешнее пространство. Если же PΣ  < 0, то 
энергия поступает в V извне. В обоих случаях абсолютная величина PΣ  есть 
не что иное, как энергия, проходящая через граничную поверхность S за еди-
ницу времени. Поэтому PΣ  называют потоком энергии через S. Положитель-
ный поток энергии равен, таким образом, мощности излучения во внешнее про-
странство, а отрицательный – мощности поглощаемого внешнего излучения. 
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ГЛАВА 2. СТАТИЧЕСКИЕ, СТАЦИОНАРНЫЕ  
И КВАЗИСТАЦИОНАРНЫЕ ПОЛЯ 
 
 
2.1. Стационарное поле, электростатика и магнитостатика 
 
Если электромагнитное поле неизменно во времени, то система 
уравнений Максвелла принимает вид: 
0
rot 0
div
E
D
D E
=
= ρ
= ε ε
                
0
rot
div 0
H j
B
B H
=
=
= µ µ
                               (2.1) 
( )стj E E= σ +  
В левом столбце собраны величины, характеризующие электриче-
ское поле, а в правом – магнитное. Связующим звеном является матери-
альное уравнение в нижней строчке. Записанная система уравнений харак-
теризует электромагнитное поле, связанное с постоянным током. Можно 
было бы также записать интегральные аналоги уравнений, входящих в 
систему (2.1), Если ток отсутствует (j = 0), то левый и правый столбцы 
уравнений в (2.1) – это две независимые системы [3, 9, 11]. 
Рассматривая неизменное во времени электрическое поле при отсут-
ствии токов (j = 0), мы получаем из (2.1), как уже отмечалось, независимую 
систему уравнений: 
0rot 0    div    E D D E= = ρ = ε ε .                             (2.2) 
Это система уравнений электростатики. Электрические поля, удовле-
творяющие системе уравнений (2.2), будем называть электростатическими. 
Запишем также интегральные аналоги первых двух уравнений (2.2). 
L S
Edl Dds q= =∫ ∫
i i
  
                                           (2.3) 
Являются ли «настоящие» электростатические поля вполне реаль-
ными? Поскольку в природе все среды обладают некоторой электропро-
водностью ( 0σ ≠ ), иными словами, нет идеальных диэлектриков, то при 
существовании электрического поля ( 0E ≠ ) условие 0j =  в строгом смыс-
ле невыполнимо в силу материального уравнения. Так, например, заря-
женные предметы в воздухе постепенно теряют свой заряд из-за «утечки»; 
при этом существует ток, а поле изменяется во времени. 
Ясно также, что идеальное электростатическое поле вообще не могло 
бы быть обнаружено. Такое поле лишено всякого энергообмена, поскольку 
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Н = 0 и, следовательно, П = 0. В широко известных опытах с заряженными 
предметами о существовании поля судят по динамическим процессам, чу-
ждым идеальной электростатике. На самом деле притягивающиеся или от-
талкивающиеся заряженные тела при своем движении создают ток, которому 
обязательно сопутствует магнитное поле, так что 0П ≠

. Только поэтому 
возможно превращение энергии поля в механическую, что и наблюдается. 
Поскольку в силу (2.1) rotE = 0, электростатическое поле называют 
безвихревым, или потенциальным. Поэтому можно написать: 
gradE = − ϕ

,                                              (2.4) 
где ϕ
 
– некоторая скалярная функция, называемая электростатическим 
потенциалом, согласно которому поля вида (2.4), действительно, безвихре-
вые. Знак минус в (2.4) соответствует принятому определению потенциала. 
Каков физический смысл функции
 
ϕ? Рассмотрим перемещаемый в 
электростатическом поле точечный заряд q (его движение может быть как 
угодно медленным) и вычислим работу, совершаемую им при движении на 
пути l от точки М1 до точки М2: 
2 2
1 1
M M
M M
A q Edl q grad dl= = − ϕ∫ ∫
 
.                                (2.5) 
Раскроем  подынтегральное выражение: 
grad dl dx dy dz d
x y z
∂ϕ ∂ϕ ∂ϕϕ = + + = ϕ
∂ ∂ ∂

 
Это полный дифференциал функции ϕ. Таким образом, из (2.5) по-
лучаем: 
2
1
1 2( )
M
M
A q d q= − ϕ = ϕ − ϕ∫ .                                    (2.6) 
Смысл полученного результата состоит в том, что совершенная ра-
бота равна разности потенциалов в начальной и конечной точках пути, ум-
ноженной на величину заряда. Из (2.5) и (2.6) непосредственно следует: 
2
1
1 2
M
M
EdIϕ − ϕ = ∫ .                                           (2.7) 
Это своего рода обращение равенства (2.4). 
Как видно, первый из интегралов (2.3) в силу выражения (2.5) озна-
чает, что в электростатическом поле при перемещении заряда по замкну-
тому пути работа не производится. Пусть, например, движение заряда со-
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вершается по пути 1 2 1M mM nM  (рис. 2.1). Так как 
полная работа равна нулю, то, следовательно, участ-
ки 1 2M mM  и 2 1M nM  дают противоположные вкла-
ды. Поэтому работа на пути 1 2M mM  будет такой же, 
как на пути 1 2M nM . Мы видим, что работа не зави-
сит от пути. О том же говорит и ранее полученный 
результат (2.6): работа определяется только положе-
нием начальной и конечной точек пути. 
Итак, физический смысл имеет разность потенциалов. Это работа, 
производимая единичным точечным зарядом (q = 1) при перемещении ме-
жду двумя точками, потенциалы которых рассматриваются. Что касается 
самого потенциала ϕ , то это функция, которая определена только с точно-
стью до константы. Действительно, если вместо ϕ  внести в (2.4) constϕ + , 
то вычисляемая напряженность поля E

 останется прежней. Если нужно 
устранить эту неопределенность, то задаются условным значением потен-
циала в некоторой точке пространства (то есть на всей поверхности 
constϕ = , проходящей через эту точку). Если принять равным нулю по-
тенциал бесконечно удаленных точек, то из (2.7) следует: 
M
EdI
∞
ϕ = ∫ .                                                (2.8) 
При таком определении потенциал ϕ  равен работе, совершаемой в 
процессе удаления единичного положительного точечного заряда из точ-
ки М (для которой он определяется) в бесконечность. 
С математической точки зрения, ϕ  есть вспомогательная скалярная 
функция, вполне определяющая векторное поле. Вместо трех скалярных 
функций, являющихся компонентами вектора E

, достаточно определить 
одну функцию ϕ , чтобы, воспользовавшись затем соотношением (2.4), 
найти напряженность электрического поля E

. Поэтому задачи электроста-
тики в большинстве случаев формулируют относительно потенциала ϕ . 
Заменив D во втором уравнении (2.2) через E , используя третье уравнение, 
а E

 представив через ϕ  при помощи формулы (2.4), получаем: 
0 div  grad ε ε ϕ = −ρ .                                        (2.9) 
Это уравнение электростатики относительно неизвестного потенциа-
ла ϕ  при заданной плотности заряда ρ . Если среда однородна, то constε =  
Рис. 2.1 Путь  
движения заряда 
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выносится за знак оператора дивергенции, что приводит к весьма распро-
страненному уравнению Пуассона: 
2
0/∇ ϕ = −ρ εε .                                          (2.10) 
Его решение для случая неограниченной среды: 
0
1 ( )( )
4 V
r
r d
r r
′ρ
′ϕ = υ
′piε ε −
∫

  .                                  (2.11) 
Положив в (2.10) 0ρ = , получаем уравнение Лапласа 
2 0∇ ϕ = .                                                (2.12) 
При «расщеплении» системы уравнении (2.1) в случае j = 0 получа-
ется также система уравнений магнитостатики: 
0rot     div 0    H j B B H= = = µ µ .                           (2.13) 
Запишем также интегральные аналоги первых двух уравнений из (2.13): 
0
L
Hdl =∫

      0
S
Bds =∫
 
                                     (2.14) 
Как и в электростатике, можно ввести (с точностью до аддитивной 
константы) вспомогательную функцию ψ  и писать: 
gradH = − ψ .                                            (2.15) 
Легко убедиться, что магнитостатический потенциал ψ  удовлетво-
ряет уравнению, аналогичному (2.9), но однородному: 
div grad 0µ ψ = ,                                          (2.16) 
которое для однородной среды ( constµ = ) переходит в уравнение Лапласа: 
2 0∇ ψ = .                                               (2.17) 
К классу магнитостатических надо отнести и поля постоянных маг-
нитов, но в этом случае налицо самопроизвольная намагниченность и ма-
териальное уравнение в третьей строчке (2.13) нужно писать в форме 
0 0B H M= µ µ +
  
, где 0M

 не зависит от H

. При такой замене из (2.13) и 
(2.15) вместо (2.16) получим: 
0 0div grad divMµ µ ψ =

.                                  (2.18) 
Если же constµ = , то  (2.18)  переходит в уравнение Пуассона: 
2
0
0
1 divM∇ ψ =
µ µ

.                                       (2.19) 
 40 
2.2. Электростатические поля 
 
Если задана система точечных зарядов или параллельных заряжен-
ных нитей, то полное поле легко находится сложением полей. Пусть заря-
ды (нити) локализованы в точках ( )iQ r ; в случае нитей имеются в виду их 
следы в поперечной плоскости. Тогда в делителе делается замена: 
ir r r→ −  и 
1
0 0 ( )i ir r r r r r −→ = − − . Однако чаще удобно сначала опре-
делять потенциал системы зарядов, а поле находить потом [3]. 
В случае системы точечных зарядов имеем: 
0
1( )
4
i
i i
q
r
r r
ϕ =
piε ε −
∑

  .                                    (2.20) 
Рассмотрим сначала систему двух равных по абсолютной величине, 
но противоположных по знаку зарядов (рис. 2.2, а).  
 
Рис. 2.2 Система зарядов 
 
Пусть 1q q= −  и 2q q= . Тогда:  
0 2 1
1 1 1( )
4
r
r r r r
 
ϕ = −  piε ε − − 

                                 (2.21) 
Если такая система рассматривается на больших расстояниях (по 
сравнению с ее размерами), то она называется диполем. При этом вводится 
электрический момент диполя 
p ql=

,                                                (2.22) 
где  2 1l r r= −
  
 – направленный отрезок, соединяющий заряды. Анализи-
руя диполь, удобно размещать начало координат на середине отрезка l
   
(рис 2.2, б). 
Обычно вводят представление об идеальном диполе, «дипольной 
точке». Эта полезная абстракция есть результат перехода к пределу при 
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0l →  с сохранением величины момента: constp = . Таким образом, вычис-
ляя ϕ  по формуле (2.21), имеем: 
1 2
0 0 1 2
( ) lim
4l
r r r rq
r
r r r r→
− − −ϕ =
piε ε − −
   

    ,   constql =                  (2.23) 
Из (рис. 2.2, б) видно, что при этом 1r r r− → , 2r r r− →  и 
1 2 0( ) cosq r r r r ql pr− − − → ϑ = . В результате: 
2
0
2 2
0 0
cos( )
4 4
prql r
r
r r
ϑϕ = =
piε ε piε ε

.                               (2.24) 
Используя сферическую систему координат, как показано на (рис. 2.2, в), 
вычислим напряженность поля Е на основании (2.4). Внося (2.24) в (2.4), 
записываем: 
0 2
0
1 cos
4
qlE r
r r r
∂ ∂ ϑ 
= + ϑ 
piε ε ∂ ∂ϑ 
 
(третий член выпадает, так как ϕ  не зависит от 3q = α ). Это дает: 
( )0 0
0
( ) 2cos sin
4
pE r r= ϑ + ϑ ϑ
piε ε
.                          (2.25) 
Электростатические поля не существуют в проводящих средах. Вся-
кому электрическому полю в проводнике сопутствует ток j E= σ . По-
скольку в электростатике ток отсутствует и на поверхностях проводящих 
тел, оказывается равной нулю тангенциальная компонента вектора E . От-
сутствие любой из компонент вектора Е внутри проводящего объема V

 и 
на его поверхности S означает, в свою очередь, неизменность электроста-
тического потенциала ϕ . Можно написать: 
constϕ =                                               (2.26) 
в объеме V и на поверхности S, то есть проводящие тела эквипотенциальны.  
Однажды мы уже рассматривали границу раздела двух сред, внутри 
одной из которых поле отсутствует. Оказалось, что на такой границе 
0     vE Dτ = = ξ ,                                         (2.27) 
то есть отсутствует тангенциальная компонента вектора Е, а вектор D име-
ет одну нормальную компоненту, равную плотности поверхностного заря-
да. Теперь очевидно, что этот вывод относится к проводникам в электро-
статике. Именно их поверхности оказываются заряженными. 
Появление заряда под действием поля называется электростатиче-
ской индукцией.  
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В электродинамике рассматривается задача о совокупности прово-
дящих тел, потенциалы которых известны. Она формулируется как сле-
дующая краевая задача для уравнения Лапласа: 
2 0
наi iS
∇ ϕ =
ϕ = Φ
,                                            (2.28) 
где iS  – поверхности проводников,  
iΦ  – заданные на них потенциалы.  
Эта задача Дирихле имеет единственное решение. Можно показать, 
что единственное решение будет иметь и по-другому сформулированная 
краевая задача, в которой вместо потенциалов iΦ  задаются полные заряды 
проводников iq . После того как потенциал ϕ , а затем и поле найдены, ста-
новится известным распределение заряда на каждом проводнике. Оно 
складывается в результате взаимного влияния – электростатической ин-
дукции – всех проводников. 
Обсудим одно из важных представлений электростатики. Рассматри-
вая некоторый уединенный проводник, будем вычислять его потенциал 
посредством (2.8); тогда это – вполне определенная величина. При линей-
ности среды заряд q и потенциал ϕ , определяемый по формуле (2.8) для 
конкретного проводника, связаны линейной зависимостью; это следует из 
линейности параметра С, связывающего потенциал и заряд:  
/C q= ϕ .                                                (2.29) 
Можно сказать, что С есть характеристика проводника как «накопи-
теля» заряда. Параметр С называется емкостью уединенного проводника. 
Емкость измеряется в фарадах [Ф]. 
Для решения задач электростатики о диэлектрических телах во 
внешнем поле нет необходимости переходить к представлению» о связан-
ных зарядах. Надо просто находить такие электростатические поля Ее и Еi 
(внешнее и внутреннее), которые удовлетворяли бы на поверхности ди-
электрика граничным условиям: 
e iE Eτ τ= ;                                               (2.30) 
ev ivD D= .                                               (2.31) 
Переходя к потенциалам, ищут такие решения уравнения Лапласа eϕ  и iϕ , 
градиенты которых согласно (2.4) дают Ее и Еi. Для этого достаточно, чтобы 
выполнялись следующие граничные условия относительно потенциалов: 
    
e i
e i e i
v v
∂ϕ ∂ϕϕ = ϕ ε = ε
∂ ∂
.                                  (2.32) 
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2.3. Стационарные магнитные поля 
 
Вернемся к системе уравнений стационарного электромагнитного 
поля (2.1). Хотя при наличии тока ( 0j ≠ ) все уравнения этой системы яв-
ляются взаимно связанными, существует важный класс задач, в которых 
плотность тока – заданная величина. В этом случае магнитное поле может 
быть определено независимо от электрического при решении системы 
уравнений: 
0rot     div 0    H j B B H= = = µ µ .                           (2.33) 
Это система уравнений стационарного магнитного поля, отличаю-
щаяся от системы уравнений магнитостатики наличием j в правой части 
формулы (2.1). Выпишем также интегральные аналоги первых двух урав-
нений (2.33): 
L
Hdl I=∫
 
         0
S
Bds =∫
 
                                    (2.34) 
Решение системы уравнений (2.33) можно получить разными спосо-
бами. В случае однородной среды ( constµ = )определение магнитного поля 
по заданному распределению тока сводится к применению следующей ин-
тегральной формулы: 
0
2
( ),1( )
4
qj r rH r d
r r
 ′ 
′= υ
pi ′−
∫
  
 
  .                                 (2.35) 
Это так называемый обобщенный закон Био-Савара. Если ток явля-
ется линейным, то есть течет по контуру (системе контуров) L, формула 
(2.35) принимает вид: 
0
2
( ),1( )
4
q
L
j r r
H r
r r
 ′ 
=
pi ′−
∫
  
  .                                   (2.36) 
Хотя обобщенный закон Био-Савара (2.35) дает полное решение сис-
темы уравнений (2.33) для заданного распределения тока в однородной 
среде, по традиции используются также вспомогательные функции, потен-
циалы, которые, как и электростатический потенциал ϕ , приводят к нахо-
ждению поля после дифференциальных операций [3]. 
Оказывается, что разность потенциалов двух точек M1 и M2 – в отли-
чие от электростатики – теперь зависит не только от положения этих точек, 
но и от вида пути интегрирования в формуле. В данном случае: 
2
1
1 2
M
M
Hdlψ − ψ = ∫

.                                       (2.37) 
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Пусть имеется контур тока (рис. 2.3). Выби-
рая пути интегрирования 1 2M mM  и 1 2M nM , мы 
явно будем получать разные результаты, поскольку 
согласно первой формуле (2.34): 
1 2 1 2M mM M nM
HdI HdI I= +∫ ∫
   
.              (2.38) 
Если же при интегрировании производится  
k-кратный обход тока (путь 2 2M pM ), то  
1 2 1 2M mM M pM
Hdl Hdl k= + Ι∫ ∫
  
,             (2.39) 
причем величина k положительна, когда направление обхода замкнутого 
контура M1mM2pM1 и ток I образуют правовинтовую систему. 
Таким образом, разность магнитостатических потенциалов, будучи 
вполне определенной величиной в магнитостатике, в теории стационарно-
го магнитного поля вообще неоднозначна. Но если затянуть контур тока 
воображаемой пленкой, через которую запрещено проводить пути интег-
рирования, однозначность, восстанавливается. Такая «пленка», то есть по-
верхность, опирающаяся на контур тока (причем форма ее произвольна), 
есть, в сущности, поверхность разрыва ψ  на величину I. 
Введем новую вспомогательную величину, называемую векторным 
потенциалом и обозначаемую символом A

. По определению: 
rotB A=

                                                (2.40) 
откуда следует, что векторный потенциал определен только с точностью 
до аддитивного градиента. Это значит, что взяв вместо А величину A + ∇ψ  
(где ψ
 
– произвольная скалярная функция), мы получим по формуле (2.40) 
прежнюю величину магнитной индукции B

. 
Из (2.33) получаем следующее уравнение, которому удовлетво-
ряет A

: 
1
0rot rot A j−µ = µ
 
,                                        (2.41) 
а для однородной среды ( constµ = ): 
0rot rot A j= µ µ
 
.                                          (2.42) 
Ввиду отмеченной выше неопределенности A

 можно наложить до-
полнительное условие: 
div 0A =

,                                               (2.43) 
которое иногда называют «кулоновской калибровкой».  
Рис. 2.3 Контур тока 
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Тогда (2.42) переходит в: 
2
0A j∇ = −µ µ
 
.                                           (2.44) 
Его решение есть: 
0 ( )( )
4 V
j r
A r d
r r
′ µ µ  
′= υ
′pi −
∫
 
 
  ,                                   (2.45) 
a в случае линейных токов (2.45) принимает вид: 
0( )
4 L
dlA r
r r
µ µΙ
=
′pi −
∫ .                                      (2.46) 
Как видно, введение векторного потенциала A

 позволяет находить 
магнитное поле заданного тока в два приема: сначала путем интегрирова-
ния при помощи формулы (2.45) либо (2.46) определяется A

, а затем со-
гласно (2.40) напряженность магнитного поля вычисляется как 
1
0( ) rot A−µ µ

 (дифференцирование). В ряде случаев этот путь оказывается 
менее трудоемким, чем непосредственное применение Закона Био-Савара 
в форме (2.35) или (2.36). 
 
 
2.4. Энергия стационарных полей и их свойства 
 
Вычисляя электрическую энергию, мы должны произвести интегри-
рование по полной области существования поля, нередко бесконечной. 
Ввиду первого уравнения (2.1) любое стационарное электрическое поле 
(как, в частности, поле электростатическое) является потенциальным. По-
этому ввиду (2.4): 
1 1
2 2
э
V V
W DEd Dgrad dυ ϕ υ= = −∫ ∫
  
.                          (2.47) 
Используем теорему Остроградского – Гаусса и третье уравнение 
Максвелла. Это дает: 
1 1
2 2
э
V S
W d Ddsρϕ υ ϕ= −∫ ∫
 
 .                               (2.48) 
Для локального распределения заряда в неограниченном пространст-
ве, как будет показано, выражение (2.48) утрачивает поверхностный инте-
грал и принимает вид: 
1
2
э
V
W dρϕ υ= ∫ .                                       (2.49) 
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Будем вычислять магнитную энергию некоторого стационарного по-
ля, но учтем, что магнитная индукция согласно (2.40) может быть выраже-
на через векторный потенциал: 
1 1
2 2
M
V V
W BHd HrotAdυ υ= =∫ ∫
  
.                            (2.50) 
Далее привлечем теорему Остроградского – Гаусса и первое уравне-
ние Максвелла. В результате получаем: 
1 1
,
2 2
M
V S
W jAd A H dsυ  = +  ∫ ∫
   
 .                             (2.51) 
Чтобы определить полную энергию поля, связанного с локальными 
токами в однородной среде, следует распространить интегрирование на все 
пространство. При этом оказывается, что поверхностный интеграл исчеза-
ет, как только S начинает охватывать все токи, так что: 
1
2
M
V
W jAdυ= ∫

.                                         (2.52) 
Как и в случае электрической энергии стационарного поля, вычис-
ляемой по формуле (2.49), здесь магнитная энергия определяется не путем 
учета ее распределения в пространстве, а через источники поля [3, 23]. 
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ГЛАВА 3. УРАВНЕНИЯ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ 
 
3.1. Используемые математические понятия и символы 
 
Если некоторая величина u(t) изменяется во времени по закону: 
( ) cos( )
m
u t u tω ϕ= + ,                                       (3.1) 
то говорят, что происходят гармонические колебания этой величины.  
При этом ит называется амплитудой, ω  – круговой частотой, а аргу-
мент косинуса tω ϕ+ – фазой (полной фазой); ϕ
 
– начальная фаза колеба-
ний. Гармонические колебания – периодический процесс. Периодом Т на-
зывается наименьший отрезок времени, обладающий тем свойством, что 
( ) ( )u t T u t+ =
 
Очевидно, 
2 1T f
pi
ω
= = ,                                                (3.2) 
где f  – частота колебаний, число периодов в секунду [3]. 
В теории электромагнетизма встречаются скалярные и векторные 
функции координат и времени, описывающие гармонические колебания. 
Такова скалярная функция: 
[ ]( , ; , ) ( , ) ( ) cos ( )mu x y x t u r t u r t rω ϕ≡ = +                            (3.3) 
амплитуда и начальная фаза которой – функции координат. 
Аналогичная векторная функция ( ),V r t   в общем случае распадается 
на три скалярных в выбранной системе координат, например: 
[ ]0 0 0( , ) ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( )mx x my y mz zV r t x V r t r y V t r z V t rω ϕ ω ϕ ω ϕ= + + + + +       
 
[ ]0 0 0( , ) ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( )mx x my y mz zV r t x V r t r y V t r z V t rω ϕ ω ϕ ω ϕ = + + + + +       
 
(3.4)
 
Если, в частности, компоненты вектора имеют одинаковые началь-
ные фазы, то эта запись принимает вид: 
[ ]( , ) cos ( )mV r t V t rω ϕ= +   ,                                    (3.5) 
где  m 0 0 0V mx my mzx V y V z V= + +
   
 и x y zϕ ϕ ϕ ϕ= = =
 
 
В теории гармонических колебаний обычно применяется метод ком-
плексных амплитуд, суть которого состоит в том, что вместо тригономет-
рических функций в выражениях типа (3.1), (3.3) – (3.5) употребляются 
экспоненциальные. При этом получаются комплексные представления фи-
зических величин, ниже обозначаемые точками. Например, вместо и в 
формуле (3.1) пишем: 
( )i t i t
m mu u e u e
ω ϕ ω+
= =
i i
.                                       (3.6) 
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Здесь введено обозначение imu u e
ϕ
=
i i
 данная величина, несущая ин-
формацию об амплитуде и начальной фазе, называется комплексной ам-
плитудой. В силу известной формулы Эйлера физическая величина и есть 
вещественная часть ее комплексного представления: 
Re Re i tmu u u e ω= =
i i
.                                         (3.7) 
Примечательно следующее. Если, как в (3.3), амплитуда и фаза яв-
ляются функциями координат, то комплексное представление (3.6) есть 
произведение функции координат ( )mu r
i
 и функции времени exp( )i tω . 
Запишем вытекающее из формулы Эйлера соотношение: 
*
1/ 2( )u u u= +
i i
,                                             (3.8) 
где звездочка означает комплексное сопряжение.  
В векторном варианте (3.4): 
Re Re ,i tmV V V e ω= =
i i  
                                        (3.9) 
где комплексная амплитуда, являющаяся функцией координат, есть: 
m 0 0 0V yx z
ii i
mx my mzx V e y V e z V e
ϕϕ ϕ
= + +

  ɺ
.                           (3.10) 
Разумеется, справедлива также формула типа (3.8). 
Метод комплексных амплитуд значительно упрощает технику пре-
образований при получении решений дифференциальных уравнений в ча-
стных производных. Все члены линейного дифференциального уравнения 
оказываются умноженными на exp( )i tω . Опуская этот множитель, получа-
ем уравнение относительно комплексной амплитуды, не зависящей от вре-
мени. Если в результате решения уравнения комплексная амплитуда опре-
делена, то для получения искомой физической величины надо лишь умно-
жить комплексную амплитуду на exp( )i tω  и отделить вещественную часть. 
 
 
3.2. Уравнения электродинамики 
 
В основе электродинамики лежит полная система уравнений Максвелла, 
при записи которой мы ограничимся вторым вариантом последней строки: 
0
D
rotH j
t
divD
D E
ρ
ε ε
∂
= +
∂
=
=

 

 
                
0
0
B
rotE
t
divB
B Hµ µ
∂
= −
∂
=
=



 
                          (3.11) 
стj E jσ= + 
 
 49 
Подчеркнем, что вместе с системой граничных условий система 
уравнений Максвелла  (3.11)  образует аппарат нахождения электромаг-
нитных полей [3, 11]. 
Интегральные аналоги уравнений Максвелла такого аппарата не 
представляют. 
Из системы уравнений (3.11) можно исключить все неизвестные ве-
личины кроме напряженностей поля, а затем исключить E

 или H

. В ко-
нечном счете, получаются дифференциальные уравнения второго порядка 
относительно одного из этих векторов. 
Умножим все члены первого уравнения Максвелла на 1ε − , а второго – 
на 1µ −  и применим операцию rot. Это дает: 
( )1 10
1( )
rot rotH rotE rot j
t
rot rotE rotH
t
ε ε ε
µ µ
− −
−
∂
= +
∂
∂
= −
∂
  
   
Теперь входящие в правые части rot E

 и rot H

 заменим выражениями, 
вытекающими из первых двух уравнений Максвелла. В результате получаем: 
( ) 21 12 2Hrot rotH rot jc tµε ε− −∂+ =∂

 
;                            (3.12) 
2
1
02 2( )
E j
rot rotE
c t t
εµ µ− ∂ ∂+ = −
∂ ∂
 
,                             (3.13) 
где обозначено 20 0 cε µ −= .  
Правые части этих уравнений в общем случае нельзя рассматривать 
как известные, но при 0σ =  (идеальный диэлектрик) стj j=  . Тогда правые 
части определяются заданными источниками, однако они имеют смысл, 
если выполнимо требуемое дифференцирование. 
Пусть среда однородна ( ,const constε µ= = ). Вынося обратные прони-
цаемости за знаки операций дифференцирования, получаем: 
2
2
2 2
HH rotj
c t
εµ ∂∇ − = −
∂

 
;                                     (3.14) 
2
2
02 2
0
1E jE grad
c t t
εµ ρ µ µ
ε ε
∂ ∂∇ − = +
∂ ∂
 

                           (3.15) 
(учтено также, что 0divH = и 0/divE ρ εε=
 ). Если стj j=  , то cmρ ρ= ; эти ве-
личины связаны законом сохранения заряда. Уравнения с левыми частями 
такого вида называют уравнениями Даламбера (в данном случае это век-
торные уравнения Даламбера). Если токи и заряды отсутствуют, уравнения 
(3.14), (3.15) утрачивают правые части. Такие однородные уравнения на-
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зывают волновыми; смысл названия выяснится в дальнейшем. При отсут-
ствии изменений во времени уравнения Даламбера (3.14) и (3.15) перехо-
дят в уравнения Пуассона. Интересно, что к этим же уравнениям Пуассона 
приводит пренебрежение токами смещения ( )/ 0D t∂ ∂ =  при сохранении 
временной зависимости векторов поля. 
Как и в теории стационарных полей, в электродинамике традиционно 
используются различные вспомогательные векторные и скалярные функ-
ции. Мы обсудим употребление только уже известных потенциалов A

 и ϕ . 
Зададим векторный потенциал A

 так: 
( ) 10H rotAµµ −=  .                                         (3.16) 
Подстановка этого выражения H

 во второе уравнение Максвелла 
приводит к равенству: 
( )/ ) 0rot E A t+ ∂ ∂ = .                                        (3.17) 
Мы видим, что векторная функция в скобках является потенциаль-
ной. Приравнивая эту функцию величине gradϕ− , получаем: 
/E grad A tϕ= − − ∂ ∂

.                                       (3.18) 
Таким образом, напряженности поля E  и H

 выражены при помощи 
соотношений (3.16) и (3.18) через потенциалы A

 и ϕ , которые в данном 
случае будем называть электродинамическими. Остается найти уравнения, 
которым они удовлетворяют. 
Внося (3.16) и (3.18) в первое уравнение Максвелла, записываем в 
случае однородной среды: 
2
02 2 2
A
rotrotA grad j
c t c t
εµ εµ ϕ µ µ∂ ∂+ = − +
∂ ∂

 
. 
Введем оператор Лапласа, это дает: 
2
2
02 2 2
AA grad divA j
c t t c
εµ ϕ εµ µ µ∂ ∂ ∇ − = + − ∂ ∂ 

  
.                   (3.19) 
Налагая дополнительное условие 
2 0divAt c
ϕ εµ∂
+ =
∂

.                                         (3.20) 
которое иногда называют лоренцевой калибровкой, получаем из равенства   
(3.19) следующее векторное уравнение Даламбера: 
2
2
02 2
AA j
c t
εµ µ µ∂∇ − = −
∂

 
                                     
(3.21) 
относительно A

.  
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Из (3.18) и (3.20) получается скалярное уравнение Даламбера отно-
сительно ϕ : 
2
2
2 2
0c t
εµ ϕ ρϕ
ε ε
∂∇ − = −
∂                                        (3.22) 
(как и ранее 0ст стj j и приρ ρ σ= = =  ). 
При отсутствии временной зависимости уравнения Даламбера (3.21), 
(3.22) переходят в известные уравнения Пуассона, а Лоренцева калибровка 
(3.20) – в кулоновскую (2.43). 
 
 
3.3. Гармонические колебания.  
Уравнения электродинамики в комплексной форме 
 
Гармонически колеблющиеся электромагнитные поля представляют 
значительный интерес и, пожалуй, наиболее часто являются предметом 
анализа в радиоэлектронике. Используя метод комплексных амплитуд, за-
меним изменяющиеся по закону гармонических колебаний (3.4) векторы 
E

, H

, D

, B

 и j  комплексными ( ) ( )exp , expm mi t i tω ωΕ = Ε Η = Ηi i ii     и т.д. Внося 
эти комплексные представления в первые два уравнения Максвелла из 
(3.11) и устраняя общий множитель ( )exp i tω , записываем: 
,m m m mm
rot H i D j rot E i Bω ω= + = −
i i i ii   
.                          (3.23) 
Таким образом, получены уравнения относительно комплексных ам-
плитуд типа (3.10), уравнения Максвелла принимает следующий вид: 
0 0
0
cm
cm
m mm mm m
i D j i i E j i E jσω ωε ε ωε ε
ωε
 
+ = − + = + 
 
i iii i    
,            (3.24) 
где введено обозначение: 
0
i σε ε
ωε
= −
i
.                                             (3.25) 
Как видно, величина ε
i
 по тому месту, которое она занимает в уравнении, 
может рассматриваться в качестве относительной диэлектрической проницае-
мости. Это так называемая комплексная диэлектрическая проницаемость. 
Уравнения (3.23), записанные относительно напряженностей поля, 
имеют вид: 
0 0,
cm
mm m m mrot H i E j rot E i Hωε ε ωµ µ= + = −
i i i ii   
.                    (3.26) 
Точка над ε  опущена; этим обозначением мы будем пользоваться 
редко. 
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Дело в том, что в рамках метода комплексных амплитуд любой из 
параметров уравнений Максвелла мы должны рассматривать уже не в пре-
делах вещественной оси, а на комплексной плоскости, и это приводит к 
расширению физического содержания некоторых понятий. Таковы, в пер-
вую очередь, проницаемости ε  и µ , которые будем обозначать в виде: 
,i iε ε ε µ µ µ′ ′′ ′ ′′= − = − .                                    (3.27) 
В дополнение к (3.27) введем еще следующие обозначения: 
tg / ,  tg /M′′ ′ ′′ ′∆ = ε ε ∆ = µ µ ,                                  (3.28) 
где  ∆  называется углом электрических потерь (или просто потерь),  
M∆  – углом магнитных потерь.  
Ввиду (3.28) выражениям (3.27) можно придать новую форму: 
( )
( )
1
1
M
i
M i
itg e
itg e
ε ε ε
µ µ µ
− ∆
− ∆
′= − ∆ =
′= − ∆ =
                                  (3.29) 
Заметим, что критерий классификации сред можно переписать так:
 
( 0) 0
1:
1:
проводник
tg tg
диэлектрикα
σ
ωε ε=
∆ = ⇒ ∆ 

≫
≪
 
(3.30) 
(отмечено, что инерционность поляризации не учитывается).  
В заключение необходимо подчеркнуть, что полученные выше урав-
нения (3.26) образуют полную систему уравнений электродинамики для 
гармонических во времени процессов, которая будет служить основанием 
при решении всех задач, рассматриваемых в дальнейшем [3]. 
Комплексные аналоги уравнений второго порядка, можно было бы 
получить, исходя из уравнений Максвелла в комплексной форме (3.26). 
Еще проще учесть, что все сводится к замене: / , cmt i j jω∂ ∂ → →  ; при этом 
2 2 2/ t ω∂ ∂ → −
 и проницаемости надо рассматривать как комплексные вели-
чины. Делая указанную замену в уравнениях (3.12), (3.13), получаем: 
1 1
2
cm
m m mrot rot H H rot j
c
ω
ε µ ε− −   − =   
  
i i i  
;                       (3.31) 
1
02
cm
m m mrot rot E E i j
c
ωµ ε ωµ−   − = −   
  
i i i  
.                        (3.32) 
Выполняя такие же операции с уравнениями (3.14), (3.15), привлечем 
также закон сохранения заряда mmdiv j iω ρ= −
i i
 для преобразования правой 
части второго из этих уравнений.  
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В результате 
( )22 cmm m mH c H rot jω εµ∇ + = −
i i i  
;                            (3.33) 
( )22 0
0
cm cm
m m m m
iE c E graddiv j i jω εµ ωµ µ
ωε ε
∇ + = +
i i i i   
.               (3.34) 
Это так называемые уравнения Гельмгольца (неоднородные). Анали-
зируя свободные электромагнитные поля ниже, мы во многих случаях бу-
дем исходить из однородных уравнений Гельмгольца, отличающихся от 
(3.33), (3.34) отсутствием правых частей 0cmmj =
i
 
 
 
3.4. Баланс энергии при гармонических колебаниях 
 
Поскольку гармонические колебания электромагнитных полей, пред-
ставляющие интерес для радиоэлектроники, являются весьма быстрыми, 
обычно имеют дело с их усредненными во времени энергетическими ха-
рактеристиками. Например, оба члена выражения пропорциональны квад-
ратам напряженностей (которые имеют вид (3.9)). Поэтому в силу (3.11): 
* *
0 01/ 4 m m m mw E E H Hε ε µ µ
 
= + 
 
i i i i   
.                            (3.35) 
Интегрирование этой величины по некоторому объему V дает сред-
нюю энергию W  в V. Надо, однако, помнить, что выражение энергии было 
получено в предположении, что среда безынерционна [3].  
Среднее значение плотности мощности р: 
*Re , 1/ 2
m m
p p p j E= =
iii i 
.                                    (3.36) 
Величина р называется плотностью комплексной мощности, а сама 
комплексная мощность P
i
 есть интеграл от p
i
 по V. 
Выразим среднее значение Π  вектора Пойнтинга Π

: 
*Re , 1/ 2 ,
m m
E H
 Π = Π Π =  
 
i ii i    
.                                 (3.37) 
Промежуточная величина Π
i
 называется комплексным вектором 
Пойнтинга. Поток Π
i
 через некоторую поверхность S называют комплекс-
ным потоком энергии. 
( )* *0 02 cmm m m mP E E H H d Pω ε ε µ µ υ∑ ′′ ′′= − + −∫
   
ɺ ɺ ɺ ɺ
.                    (3.38) 
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Уравнение (3.38) есть не что иное, как уравнение среднего баланса 
энергии при гармонических колебаниях. 
Решение уравнений (3.26) при нахождении вынужденного электромаг-
нитного поля внутри области V с границей S единственно, если задано одно 
из граничных условий, а также 0′′ε >  и 0′′µ > . Впрочем, последнее требова-
ние может быть ослаблено. Можно допустить, что 0′′ε =  либо 0′′µ = . Тогда 
непосредственно доказывается единственность определения mHɺ  либо mEɺ . 
Остальное устанавливается с привлечением уравнений Максвелла.  
Для одной и той же среды будем рассматривать два разных решения 
уравнений (3.26), которые получаются при задании сторонних токов с 
плотностями 1
cmj
 и 2
cmj . Дважды переписывая уравнения (3.26), получаем 
при этом: 
1 0 1 1
1 0 1
cm
m m m
m m
rotH i E j
rotE i H
ωε ε
ωµ µ
= +
= −
  
ɺ ɺ ɺ
 
ɺ ɺ
       
2 0 2 2
2 0 2
cm
m m
m m
rotH i E j
rotE i H
ωε ε
ωµ µ
= +
= −
  
ɺ ɺ ɺ
 
ɺ ɺ
                (3.39) 
Объединим уравнения в две пары, как показано стрелками, и произ-
ведем уже знакомые действия. При этом в первой строчке левого столбца 
производится умножение на 2mE

ɺ
, а во второй строчке правого – на 1mH

ɺ , по-
сле чего вычитаются соответственные части. Аналогичные действия про-
изводятся с оставшейся парой уравнений. В результате имеем: 
2 1 0 2 1 0 1 2 1 2
1 2 0 1 2 0 2 1 2 1
,
,
cm
m m m m m m m m
cm
m m m m m m m m
div E H i H H i E E j E
div E H i H H i E E j E
ωµ µ ωεε
ωµ µ ωεε
 
= − −  
 
= − −  
      
ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺɺ
      
ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺɺ
             (3.40) 
Для изотропных сред нет разницы между выражениями 2 1m mH Hµ
 
ɺ ɺ
 и 
1 2 1 2,m m m mH H E Eµ ε
   
ɺ ɺ ɺ ɺ
 
и 2 1m mE Eε
 
ɺ ɺ
. В этом случае из (3.40) путем вычитания  
получаем: 
{ }2 1 1 2 2 1 1 2, , cm cmm m m m m m m mdiv E H E H j E j E   − = −            ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ                    (3.41) 
или при интегрировании по области V с границей S: 
{ } ( )2 1 1 2 2 1 1 2, , cm cmm m m m m m m m
S V
E H E H ds j E j E dυ   − = −      ∫ ∫
      
ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ .            (3.42) 
Полученный результат (3.41), (3.42) устанавливает соотношение ме-
жду полями двух различных источников в одной и той же изотропной сре-
де. Это так называемая лемма Лоренца. 
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Если токи сосредоточены в ограниченной области, то, распространяя 
интегрирование на бесконечное пространство, можно прийти к выводу об 
уничтожении поверхностного интеграла. Тогда: 
( )2 1 1 2 0cm cmm m m m
V
j E j E dυ− =∫
  
ɺ ɺɺ ɺ                                   (3.43) 
(поверхностный интеграл исчезает наверняка, если амплитуды полей убы-
вают быстрее, чем 1/r) это условие может быть ослаблено. 
Если первые токи сосредоточены в области V1, а вторые – в V2  
(рис. 3.1), то из (3.43) следует: 
1 2 2 1
cm cm
m m m m
V V
j E d j E dυ υ=∫ ∫
  
ɺ ɺɺ ɺ
.                                   (3.44) 
Полученный результат выражает 
принцип взаимности для двух распреде-
лений сторонних токов, двух источников. 
Примечательна симметрия соотношения 
(3.44), совершенно не зависящая от харак-
тера среды, которая лишь предполагалась 
изотропной. Для иллюстрации этого на 
(рис. 3.1) показано несколько нарушаю-
щих однородность «пассивных» (лишен-
ных источников) подобластей, диэлектри-
ческих и металлических. 
Положим, что вся среда линейна. Это значит, что выражение (3.44) 
справедливо при одновременном существовании обоих источников (не 
следует забывать, что рассматриваются два независимых решения урав-
нений электродинамики). 
Можно ввести полные токи первой и второй областей 1
cmΙ

 и 2
cmΙ

 оп-
ределенным образом договорившись, через какие сечения вычисляются 
потоки векторов 1
cmj и 2cmj . Введем величины: 
1
12 1 2
1
1
,
cm
m m mcm
m V
U j E dυ=
Ι ∫

ɺ ɺɺ
ɺ   
1
21 2 1
2
1 cm
m m mcm
m V
U j E dυ=
Ι ∫

ɺ ɺɺ
ɺ                    (3.45) 
которые можно рассматривать как комплексные амплитуды наводимых 
э.д.с. ( 12U  наводится в V1 током, локализованным в V2; соответственный 
смысл имеет 21U ). Тогда (3.44) можно переписать в виде 1 12 2 21cm cmm m m mU UΙ = Ιɺ ɺɺ ɺ .  
Рис.3.1. Принцип взаимности  
двух распределённых токов 
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Разделим обе части на
 
1 2
cm cm
m mΙ Ιɺ ɺ , это дает: 
12 21
2 1
m m
cm cm
m m
U U
=
Ι Ι
ɺ ɺ
ɺ ɺ                                               (3.46) 
то есть 12 21Z Z= , В этой трактовке соотношение (3.44) выступает как ра-
венство взаимных сопротивлений 12Z  и 21Z  рассматриваемых источников. 
Рассматривая уравнения Максвелла в комплексной форме (3.26) при 
отсутствии источников ( 0стmj =
 ), легко заметить, что замена 
0 0 , ,m m m mE H H Eε ε µµ → − →
   
ɺ ɺ ɺ ɺ
                            (3.47) 
сохраняет эту систему уравнений, причем первое уравнение переходит во 
второе, а второе – в первое. 
Отмеченный факт имеет следующее значение. Существуют такие 
электродинамические задачи, в которых векторы mE

ɺ
 и 
 
меняются ролями. 
Положим, что одна из таких «парных» задач решена, так что имеются 
формулы, выражающие векторы mE

ɺ
 
и mH

ɺ
. Тогда для получения решения 
второй задачи из той же пары достаточно в готовых формулах сделать за-
мену (3.47). Говорят, что решение в этом случае получено путем примене-
ния принципа двойственности. 
Чтобы распространить принцип двойственности на уравнения Мак-
свелла при наличии источников, необходимо в дополнение к уравнениям 
(3.26) построить некоторые модифицированные. Сопоставим те и другие 
уравнения: 
0 0
0 0
,
,
Э M
cm
m m m m m
M
m m m m m
rotH i E j rotH i E
rotE i H rotH i H j
ωε ε ωε ε
ωµ µ ωµ µ
= + =
= − = − −
   
ɺ ɺ ɺ ɺɺ
    
ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ
                    (3.48) 
В левой части (Э) записана известная нам система уравнений элек-
тродинамики (3.26), а в правой (М) – модифицированная система, физиче-
ское содержание которой мы сейчас обсудим. Но сначала надо отметить, 
что одна система переходит в другую (Э →  М), если: 
0 0 , , ,
cm M
m m m m m mE H H E j jε ε µµ → − → → −
     
ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ .                  (3.49) 
Что же представляет собой система уравнений М? Это уравнения 
Максвелла с необычно заданными источниками. Появившаяся в правой 
части второго уравнения функция Mmj

ɺ
 есть магнитный аналог величины jT 
Это комплексная амплитуда плотности магнитного тока. 
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ГЛАВА 4. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ 
 
4.1. Общие сведения о волновых процессах 
 
Перед изучением электромагнитных волн обсудим содержание по-
нятий волна, волновой процесс, получивших широкое распространение в 
физике и технике. Прообразом здесь служат всем известные волны, воз-
никающие на поверхности воды. Существенно то, что при движении, рас-
пространении всякой волны среда постепенно вовлекается в некоторый 
физический процесс, в результате чего происходит передача энергии в 
пространстве [3, 6, 7]. 
В основе математического описания волновых процессов лежат про-
стые соображения. Пусть, наблюдая некоторый физический процесс, мы 
можем охарактеризовать его в точке 1( )M r  функцией и 2( , ) ( )u r t tϕ=   
(рис. 4.1, а). В другой, достаточно отдаленной, точке 2( )P r  процесс не бу-
дет наблюдаться (и = 0) до тех пор, пока он не будет передан средой, и то-
гда мы отметим там 2( , ) ( )u r t tψ=  (рис. 4.1, б). Быть может, временной за-
кон окажется сильно измененным, искаженным при передаче. Но в про-
стейшем случае в точке 
2( )P r  будет обнаружено 
лишь запаздывание того, что 
происходило в точке 1( )M r . 
При этом ( )( )t tψ ϕ τ= − , где 
τ
 – время, требуемое для 
прохождения пути 2 1r r l− =  
со скоростью υ . 
Положим, что в пространстве какие-либо изменения происходят 
только в направлении z. Тогда в соответствии со сказанным процесс харак-
теризуется функцией: 
( , ) ( )zu z t tϕ υ= − .                                            (4.1) 
Если при z = 0 эта функция примет вид (0, ) ( )u t tϕ= , а при z l=  наблю-
дается временная зависимость ( , ) ( )lu l t tϕ υ= − , отличающаяся лишь сдви-
гом: ( , ) (0, )lu l t u t υ= − . 
Рассмотренный волновой процесс – это плоская однородная волна в 
не деформирующей ее среде. 
Рис. 4.1. а) процесс, задаваемый 2( , ) ( )u r t tϕ= ,  
б) процесс, задаваемый 2( , ) ( )u r t tψ= , 
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Конкретизируя выражение (4.1) для закона гармонических колеба-
ний (3.1), приходим к представлению о гармонической волне: 
( ) ( )( , ) cos cosm mzu z t u t u t kzω ϕ ω ϕυ = − + = − +  .                (4.2) 
Введенный параметр k ω υ=  называется волновым числом, а υ  – 
фазовой скоростью. На (рис. 4.2, а) построены два мгновенных снимка гар-
монической волны. При каждом фиксированном t величина u(z, t) (4.2) да-
ет косинусоидальное пространственное распределение. Его период есть 
такое приращение координаты 2, при котором фаза изменяется на 2π. Этот 
пространственный период называется длиной волны и обозначается сим-
волом λ, таким образом, kλ = 2π. Волновое число имеет, следовательно, два 
выражения: 
2 /k ω υ pi λ= = .                                            (4.3) 
Учитывая, что 2 fω pi= , имеем также: 
fυ λ= .                           (4.4) 
Распространение гармонической волны отображается смещением ко-
синусоиды (рис. 4.2, а) вдоль оси z со скоростью v. 
 
 
 
Рис. 4.2. а) снимки гармонической волны; б) стоячая волна; в) затухающая волна 
 
Пусть навстречу друг другу распространяются две гармонические 
волны. При этом: 
( )
( )
( , ) cos
cos
m
m
u z t u t kz
u t kz
ω ϕ
ω ψ
+
−
= − + +
+ + +
                                  (4.5) 
Если, в частности, m mu u
+ −
= , и ϕ ψ= , то 
( )( , ) 2 cos cosmu z t u kz tω ϕ
+
= + .                                 (4.6) 
Такой процесс называется стоячей волной. Как видно (рис. 4.2, б), в 
каждый момент времени мы имеем неподвижную косинусоиду ее нули не 
смещаются вдоль оси z, а остаются фиксированными. Применяя метод 
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комплексных амплитуд, запишем для гармонической волны (4.2) ком-
плексное представление: 
( )( , ) i t kz i t
m m
u z t u e u eω ϕ ω− += =ɺ ɺ ,                                   (4.7) 
где  ( ) ( )0 0exp exp ;m m m m mu u ikz i u ikz u uϕ= − + = − =ɺ ɺ ɺ ɺ  при z = 0.  
В рамках метода волновые числа могут быть комплексными: 
k k ik′ ′′= − .                                                (4.8) 
Внося (4.8) в (4.7) и вычисляя Reu u= ɺ , получаем: 
( )( , ) cosk zmu z t u e t k zω ϕ′′− ′= − + ,                                (4.9) 
что при 0k′′ =  совпадает с (4.2). Если 0k′′ > , это затухающая волна  
(рис. 4.2, в). Величина k′′  называется коэффициентом затухания. 
Отношение
 
( ) / ( ) exp( )u z u z l k l′′+ =
 
показывает, во сколько раз умень-
шилась амплитуда затухающей волны на пути l. Обычно это отношение 
логарифмируют и получают величину L, называемую затуханием, которая 
измеряется в неперах [Нп] либо децибелах [дБ]: 
L k lHn′′=
 или 20lg 8,69k lL e k lдБ′′ ′′= ≈ .                       (4.10) 
Распространение затухающей волны пояснено на (рис. 4.2, в): как и 
ранее, показано смещение мгновенного снимка (экспоненциальная оги-
бающая не смещается). Можно записать: 
/ 2 /k ω υ pi λ′ = = .                                         (4.11) 
Здесь фазовую скорость можно рассматривать как скорость смеще-
ния фронта с нулевой амплитудой; длина волны λ, уже не являющаяся пе-
риодом, также определяется по нулям. Величина k′  называется коэффици-
ентом фазы. Рассмотрим однородное скалярное волновое уравнение: 
2
2
2 2
1 0uu
tυ
∂∇ − =
∂ .                                         (4.12) 
Если рассматриваемый процесс зависит только от t и z, уравнение 
принимает следующую простую форму: 
2 2
2 2 2
1 0u u
z tυ
∂ ∂
− =
∂ ∂ .                                         (4.13) 
Легко путем подстановки убедиться, плоская однородная волна, 
представленная функцией (4.1), дает решение уравнения (4.13). При этом 
( )ϕ ξ  в (4.1) может рассматриваться как любая дважды дифференцируемая 
функция. Решением будет также обратная волна, получаемая при замене υ  
на – υ . Общее решение волнового уравнения (4.13) можно представить в 
виде наложения прямой и обратной волн:
 ( ) ( )( , ) z zu z t u t u tυ υ+ −= − + +
 
.                               (4.14) 
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Здесь ( )u ξ+  и ( )u ξ−  – произвольные дважды дифференцируемые 
функции. Как видно, υ  в (4.13) есть скорость волны. 
Переходя к гармоническим колебаниям, введем в действие метод ком-
плексных амплитуд, то есть будем рассматривать временную зависимость 
exp( )i tω ϕ+ . Тогда в (4.12)
 
2 2 2/ t ω∂ ∂ → − , и это уравнение принимает вид: 
2 2 0m mu k u∇ + =ɺ ,                                          (4.15) 
где  k ω υ= .  
Мы получили однородное уравнение Гельмгольца. Запишем также 
уравнение Гельмгольца для одномерного процесса, зависящего от одной 
координаты z: 
2
2
2 0
m
m
d u k u
dz
+ =
ɺ
ɺ
.                                         (4.16) 
Это обыкновенное дифференциальное уравнение отвечает волново-
му уравнению (4.13). Общее решение уравнения (4.16) запишем в виде: 
0 0
( )
ikz ikzm m e m e
u z u u+ −
−
= +ɺ ɺ ɺ ,                                       (4.17) 
где 
0m x
u +ɺ  и 
0m e
u
−
ɺ
–произвольные комплексные константы.  
Пусть 
0
exp( )
m m
u u iϕ+ +=ɺ ɺ  и 
0
exp( )
m m
u u iψ
− −
=ɺ ɺ . Тогда из (4.17) в результате 
стандартной операции ( )Re ( ) expmu z i tω  ɺ  получаем функцию ( , )u z t  (4.5), 
которая является решением уравнения (4.13). 
 
 
4.2. Плоские однородные электромагнитные волны 
 
Полагая 0cmmj =

ɺ
, запишем однородные уравнения Гельмгольца, сле-
дующие из (3.33) и (3.34): 
2 2
2 2
0
0
m m
m m
E k E
H k H
∇ + =
∇ + =
 
ɺ ɺ
 
ɺ ɺ
                                          (4.18) 
Здесь введено обозначение: 
( ) 0 0/k cω εµ ω ε µ εµ= = .                                (4.19) 
Уравнения, которым удовлетворяют комплексные амплитуды mE

ɺ
 и mH

ɺ
 
свободных электромагнитных полей, таким образом, одинаковы. Будем 
рассматривать простейшие поля, зависящие только от одной декартовой 
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координаты, например, z. При этом уравнения (4.18) принимают вид сле-
дующих обыкновенных дифференциальных уравнений: 
2 2
2 2
2 20, 0
m m
m m
d E d Hk E k H
dz dz
+ = + =
ɺ ɺ
ɺ ɺ
.                          (4.20) 
Каждое эквивалентно трем скалярным уравнениям типа (4.16) отно-
сительно декартовых компонент mE

ɺ
 или, соответственно, mH

ɺ
. Решения 
уравнений (4.20), складывающиеся из своих проекций типа (4.17), запишем 
в форме: 
0 0
0 0
( ) ,
( )
ikz ikz
m
m m m m
ikz ikz
m
m m m m
E z E e E e E E
H z H e H e H H
+ − + −
+ − + −
−
−
= + = +
= + = +
i i
i i
   
ɺ ɺ ɺ
   
ɺ ɺ ɺ
                         (4.21) 
где  
0m
E ±

ɺ
 и 
0m
H ±
i
 – неопределенные векторные константы [3]. 
Далее необходимо учесть, что векторы mE

ɺ
 и mH

ɺ
 связаны уравнения-
ми Максвелла (3.26): 
( ) ( )0 0/ , /m m m mE i rot H H i rot Eωε ε ωµ µ= − =
i i i i   
.                  (4.22) 
Операцию rot выполним в декартовых координатах учитывая при 
этом, что дифференцирование компонент 
0m
E ±

ɺ
 и mH

ɺ
 (4.21) по z эквивалент-
но умножению на
 
ik∓ , а от х и у они не зависят. Подставляя в (4.22) от-
дельно первые и вторые слагаемые решений (4.21), имеем 
0 0 0
0
0
0 0 ,
m m
mx my mz
x y z
iE ik W H z
H H H
ωε ε
± ±
± ± ±
 −
= = ±  
 
i
i i i
  
 
ɺ ∓
  
                      (4.23) 
0 0 0
0
0
10 0 ,
m m
mx my mz
x y z
iH ik z E
W
E E E
ωµ µ± ±
± ± ±
 −
= = ±  
 
i
i i i
  

ɺ ∓
  
 
                     (4.24) 
где введен параметр  
0 0/ 120 /W µ µ ε ε pi µ ε= =                                  (4.25) 
называемый волновым сопротивлением, которое измеряется в омах [Ом]. 
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Векторы не имеют продольных компонент:  
0
z
E± =ɺ ,         0
z
H ± =ɺ                                        (4.26) 
Эти векторы ортогональны (взаимно перпендикулярны): 
0E H± ± =
 
ɺ ɺ
                                                 (4.27) 
Отношение скалярных величин 
m
E ±ɺ  и 
m
H ±ɺ  равно W±  (4.25) 
Если ε  и µ  – вещественные величины, то среда не поглощает энер-
гии электромагнитного поля. В таком случае вещественными являются 
волновое число k (4.19) и волновое сопротивление W (4.25). 
Будем рассматривать волну, распространяющуюся вдоль оси z: 
m
m
E E+ =
 
ɺ ɺ
, m
m
H H+ =
 
ɺ ɺ
. Пусть при этом вектор E

 направлен вдоль оси x. 
Положив в (4.21) 0 0
0
exp( )
m
E x A x A iϕ+ = =
i  ɺ ɺ
 и 
0
0
m
E
−
=
i
, а также используя (4.24), 
находим:  
( )0 0,ikz ikzm m AE x Ae H y eW− −= =i i ɺɺ                               (4.28) 
и, далее, переходя от комплексных амплитуд mE
i
и mH
i
 
к самим напряжен-
ностям поля E

 и H

, записываем: 
( )0 0cos( ), cos( )AE x A t kz H y t kzWω ϕ ω ϕ= − + = − +                 (4.29) 
Как видно, векторы поля изменяются по закону плоской однородной 
гармонической волны, распространяющейся без затухания. Вектор Пой-
тинга ,E H Π =  
 
 направлен по оси t, а следовательно, распространяясь, 
волна переносит энергию. Правая тройка векторов E

, H

 и Π

 показана на 
рис. 4.3, а. На (рис. 4.3, б) представлен мгновенный снимок распростране-
ния поля, соответствующий формулам (4.29). 
 
Рис. 4.3. а) правая тройка векторов, б) распространение волны согласно (4.29) 
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С какой скоростью происходит перенос энергии? Вычислим, для на-
чала плотность энергии w волнового поля: 
( )2 20 cosM Эw w w A t kzε ε ω ϕ= + = − +                           (4.30) 
причем плотности электрической и магнитной энергии оказываются рав-
ными: / 2М Эw w w= = . Далее, 
( ) ( )2 20 cosAz t kzW ω ϕΠ = − +  .                              (4.31) 
Таким образом, из, (4.30)   и   (4.31) получаем следующее выражение 
скорости переноса энергии волной: 
0/э
z c
v w
εµ= Π =

                                        (4.32) 
Результат показывает, что энергия переносится со свойственной дан-
ной волне фазовой скоростью: 
/ /k cυ ω εµ= =
   
                                       (4.33) 
Для волны в вакууме ( 1, 1ε µ= = )  
cυ =
  и 0 120W W Омpi= =   Ом                                    (4.25) 
При комплексных ε  и µ  оказываются также комплексными k и W. 
Используя (3.29), запишем: 
( )
( )( )
/ 2
1 1
Mi
M
k k ik k e
k itg itg
− ∆+∆
′ ′′= − = =
= − ∆ − ∆
                                  (4.34) 
где  ( )
( )
0 0/ ,
/
k c
k c
ω ε µ ω ε µ ε µ
ω ε µ
= =
′ ′=
 
i WW W iW W e ϕ′ ′′= + =
                                      (4.35) 
где  ( )0 0/ 120 / , / 2W MW µ µ ε ε pi µ ε ϕ= = = ∆ − ∆  
При подстановке (4.34), (4.35) в (4.28) мы получим комплексные ам-
плитуды mE

ɺ
 и mH

ɺ
, изменяющиеся при распространении волны и сдвину-
тые по фазе. 
Если ′ε  и ′µ  положительны (что справедливо за исключением осо-
бых случаев), то при положительности ′′ε  и ′′µ , соответствующие потерям 
энергии углы ∆  и M∆  лежат в пределах 0 90÷ . Поскольку в этих же преде-
лах лежит и их полусумма, то 0k′ >
 и 0k′′ > . Поэтому, переходя от mE

ɺ
 и mH

ɺ
 
(4.28) к E  и H , теперь получаем следующую затухающую волну: 
( ) ( )0 0cos , cosk z k z wAE x Ae t k z H y e t k zW
′′ ′′
− −
′ ′= ω − + ϕ = ω − + ϕ − ϕ
  
   (4.36) 
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4.3. Поляризация и сложение волн 
 
Ранее мы ограничились анализом частного вида волны, распростра-
няющейся вдоль оси z. При этом была зафиксирована ориентация вектора E

 
в пространстве 0x EΕ =
 
. Тем самым определилась и ориентация магнитного 
вектора 0y HΗ =
 
. Говорят, что такая волна поляризована в плоскости X0Z. 
Поляризация волны – ориентационная характеристика. Плоскость поляри-
зации, по определению, составлена вектором E

 и направлением распро-
странения волны [3]. 
Положив в (4.21)
 0 0
0 0
, 0
m m
x A y B+ −Ε = + Ε =
  ɺ ɺɺ ɺ
, а также определяя mH

ɺ
 пу-
тем подстановки mE

ɺ
 в (4.24), находим общее выражение комплексных ам-
плитуд векторов поля при распространении волны вдоль оси z:
 
( )
( )
0 0
0
0 0
0
1
ikz
m
ikz
m
x A y B e
H y A x B e
W
+
+
−
−
Ε = +
= +
  ɺ ɺɺ

 ɺɺ ɺ
 
                               (4.37) 
Если в (4.37) аргументы комплексных чисел Aɺ  и Bɺ  одинаковы 
( ( )expA A iϕ=ɺ ) и ( exp( )B B iϕ=ɺ ), то есть равны начальные фазы компонент 
вектора Е, то ориентация Е при распространении волны не меняется. Вол-
на поляризована в плоскости, составляющей угол ( / )arctg B Aϑ =  с плоско-
стью X0Z (рис. 4.4, а). Очевидно, что эту волну можно рассматривать как 
наложение двух волн с амплитудами А и В, одна из которых поляризована 
в плоскости X0Z и другая – в плоскости Y0Z. Итак, при синфазности декар-
товых компонент вектора E

 распространяющейся волны ориентация поля 
остается неизменной. Это называется плоской (линейной) поляризацией. 
Картина оказывается иной, если компоненты поля не синфазны. 
Возьмем важный случай, когда амплитуды компонент Ех и Еy одина-
ковы (А = В), а начальные фазы различаются на 90°. Пусть в (4.37)
 
iA Ae ϕ=ɺ
 
и ( )90iB Ae ϕ ±=
	
ɺ
, Переходя в первой строчке (4.37) от комплексной амплиту-
ды mE
+ɺ
 к напряженности Е+, имеем: 
( )0 0cos sin(k zE Ae x t k z y t k zω ϕ ω ϕ′′+ − ′ ′= − + ± − +  
  
               (4.38) 
(ср. (4.36)). Определяя угол ϑ , указывающий положение плоскости поля-
ризации волны (рис. 4.4, б), получаем: 
( )/y xtg E E tg t k zϑ ω ϕ′= = ± − + .                             (4.39) 
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Рис. 4.4. а) поляризован-
ная волна, б) фазовый 
сдвиг при круговой поля-
ризации, в) круговая  
поляризация, г) эллипти-
ческая поляризация 
 
 
 
Это значит, что плоскость поляризации не остается фиксированной в 
пространстве, а вращается. В любой плоскости z const=  (например, z = 0, 
рис. 4.4, б) вектор E , а с ним и все электромагнитное поле волны вращает-
ся с угловой частотой ω . Такая поляризация называется круговой. При вы-
боре фазового сдвига – 90° (верхний знак в (4.38)) вращение вектора E  на 
рис. 4.4, б должно происходить против часовой стрелки. Это левая круго-
вая поляризация. При фазовом сдвиге 90°  (нижний знак в (4.38)) вращение 
происходит в противоположном направлении – правая круговая поляриза-
ция. Зафиксировав некоторый момент времени (t = const), можно получить 
мгновенный снимок волны круговой поляризации. Как видно из (4.38), он 
должен отразить вращательное распределение поля: конец вектора E

 бу-
дет скользить по винтовой линии (рис. 4.4, в). 
Волна круговой поляризации есть результат наложения двух волн, 
поляризованных в ортогональных плоскостях, если их амплитуды равны, а 
фазы сдвинуты на 90°. В общем случае, когда Ех и Еу могут быть не равны 
по амплитуде и произвольно сдвинуты по фазе, волна имеет эллиптиче-
скую поляризацию. При этом вектор E

, вращаясь в плоскости z = const, 
изменяет свою длину, так что его конец описывает эллипс. Последний ока-
зывается вписанным в прямоугольник со сторонами 2А и 2В (рис. 4.4, г). 
Как известно, при наложении двух распространяющихся в противо-
положных направлениях гармонических волн с одинаковыми амплитудами 
образуется стоячая волна. 
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Рассмотрим наложение волн, одна из которых имеет комплексные 
амплитуды
 
,
m m m m
E E H H+ += =
i i  
ɺ ɺ
 (4.28), а другая распространяется в противо-
положном направлении и характеризуется комплексными амплитудами 
,
m m m m
E E H H− −= =
i i  
ɺ ɺ
 которые получаются, если задать в (4.25) 0 0mE+ =
i
 и 
0 0 exp( )mE x B iψ− =
i 
. Мы имеем, таким образом, 
( )
( )
0 0
0 0
,
,
ikz ikz
m m
ikz ikz
m m
E x Ae H y A W e
E x Be H y B W e
+ − + −
− −
= =
= = −
i i
i i
  ɺ ɺ
  ɺ ɺ
                              (4.40) 
Пусть амплитуды обеих волн равны (А = В). Сложение их дает: 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
/ 2
0
/ 2
0
2 cos / 2
2 / sin / 2
i
m m m
i
m m m
E E E x Ae kz
H H H y i A e kz
ϕ ψ
ϕ ψ
ϕ ψ
ϕ ψ
++ −
++ −
= + = − −  
= + = − − −  
i i
i i
   ɺ
   ɺ
       (4.41) 
В случае непоглощающей среды (k и W вещественны) из (4.41) сле-
дует, что E

 и H

 сдвинуты по фазе на 90°. Согласно (3.37) это означает, 
что средний вектор Пойнтинга Π

 равен нулю стоячая волна в среднем не 
передает энергии. Видно также, что пространственные распределения Е и 
Н сдвинуты на четверть волны (рис. 4.5): 
( ) ( )
( ) ( )
0
0
2 cos cos2 2
2 sin sin2 2
m
m
kzE x A t
kzAH y tW
ϕ ψ ϕ ψ
ω
ϕ ψ ϕ ψ
ω
− − +   
= +   
   
− − +   
= +   
   

ɺ

ɺ
             (4.42) 
В дальнейшем мы будем рассматри-
вать существенно более сложные наложения 
плоских однородных волн, направления 
распространения которых могут быть и не-
коллинеарными, а амплитудно-фазовые со-
отношения произвольны. Такие наложения 
образуются при наличии границ, отражаю-
щих волны. Заметим пока, что если бы ам-
плитуды рассмотренных нами противопо-
ложно распространяющихся волн были раз-
личны, то можно было бы выделить стоячую 
волну типа (4.42) и бегущую волну с разно-
стной амплитудой. 
 
Рис. 4.5. Пространственные  
распределения Е и Н 
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ГЛАВА 5. ПАДЕНИЕ ВОЛН НА ГРАНИЦУ ДВУХ СРЕД 
 
5.1. Вспомогательные сведения.  
Вращение декартовой системы координат 
 
Имеем две декартовы системы координат (х, у, z) и (ξ , η , ζ ) с об-
щим началом 0. Введем девять углов, указывающих ориентацию осей вто-
рой системы относительно первой: 
1 2 3
1 2 3
1 2 3
α α α
β β β
γ γ γ
 
 
 
 
 
 
Так в первой строке мы имеем углы, составляемые осью ξ  с осями х, 
у и z. В том же порядке во второй и третьей строках расположены углы 
ориентации осей η  и, соответственно, ζ . Следовательно, между ортами 
обеих систем существуют соотношения:  
0 0 1 0 2 0 3
0 0 1 0 2 0 3
0 0 1 0 2 0 3
cos cos
cos cos
cos cos
x y z cos
x y z cos
x y z cos
ξ α α α
η β β β
ζ γ γ γ
= + +
= + +
= + +
   
   
   
                              (5.1) 
и 
0 0 1 0 2 0 3
0 0 1 0 2 0 3
0 0 1 0 2 0 3
cos cos
cos cos
cos cos
x cos
y cos
z cos
ξ α η α ζ α
ξ β η β ζ β
ξ γ η γ ζ γ
= + +
= + +
= + +
 
 
 
                              (5.2) 
Аналогично преобразуются компоненты некоторого вектора 
0 0 0 0 0 0x y zxF x F y F z F F F Fξ η ζξ η ζ= + + = + + . Таким образом: 
1 1 1
1 2 3
1 2 3
cos cos cos
cos cos
cos cos
x y z
x y z
x y z
F F F F
F F F F cos
F F F F cos
ξ
η
ζ
α α α
β β β
γ γ γ
= + +
= + +
= + +
                               (5.3) 
и 
1 1 1
2 2 2
3 3 3
cos cos cos
cos cos
cos cos
x
y
z
F F F F
F F F F cos
F F F F cos
ξ η ζ
ξ η ζ
ξ η ζ
α β γ
α β γ
α β γ
= + +
= + +
= + +
                               (5.4) 
А поскольку в качестве F может фигурировать и радиус-вектор 
0 0 0 0 0 0r x x y y z z ξ ξ η η ζ ζ= + + = + + , соотношения (5.3), (5.4) дают также пре-
образование координат [3]. 
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5.2. Отражение и преломление 
 
Оптика как наука о свете в значительной степени сформировалась 
задолго до установления его электромагнитной природы. В геометриче-
ской оптике оперируют понятием луча. В случае однородной изотропной 
среды луч есть прямая, указывающая направление распространения света. 
Обращаясь к представлению о плоской однородной волне, назовем лучом 
нормаль к ее фронту. Анализируя различные волновые процессы, мы в ря-
де случаев будем сопоставлять им лучевые схемы [3]. 
Нам придется рассматривать волны, распространяющиеся в разных 
направлениях, не совпадающих с осями декартовой системы координат  
(х, у, z). Положим, что волна распространяется в некотором направлении ζ . 
Естественной для этой волны назовем такую систему координат (ξ , η , ζ ), в 
которой комплексные амплитуды напряженностей поля выражаются фор-
мулами, подобными (4.28): 
( )0 0,ik ikm mE Ae H A W eζ ζξ η− −= =  ɺ ɺɺ ɺ .                              (5.5) 
Пользуясь правилами преобразования ортов и координат, запишем 
эти формулы в основной системе (х, у, z): 
( ) ( )0 1 0 2 0 3 1 2 3cos cos exp cos cosmE x y z cos A ik x y zcosα α α γ γ γ= + + − + +  

   ɺɺ
 
( ) ( ) ( )0 1 0 2 0 3 1 2 3cos cos exp cos cosm AH x y z cos ik x y zcosWβ β β γ γ γ= + + − + +      ɺɺ  (5.6) 
Ориентация луча ζ  и фронта волны ζ  = const показаны на (рис. 5.1, а.) 
 
Рис. 5.1. а) ориентация луча ζ  
и фронта волны, б) проек-
ция r на направление ζ  
 
Введем волновой вектор 
( )0 0 1 0 2 0 3cos cosk k k x y z cosζ γ γ γ= = + +
    
,                       (5.7) 
указывающий направление луча и по абсолютному значению равный вол-
новому числу. Скалярное произведение
 
( )1 2 3cos cosk kr k x y zcosγ γ γ= = + +  
и экспоненциальный множитель в (5.5), (5.6) представляется в виде: 
ik ikre eζ− −=

.                                                 (5.8) 
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Уравнение фронта волны
 
constζ =
 
можно, таким образом, перепи-
сать в следующих формах: 
1 2 3cos cos ,x y zcos const kr constγ γ γ+ + = =

.                      (5.9) 
Как показано на (рис. 5.1, б), проекция r  на направление ζ , а с ним 
и величина kr

 остаются постоянными в плоскости фронта волны. 
На практике так или иначе приходится встречаться с влиянием гра-
ниц физических тел на распространяющиеся волны, которые испытывают 
отражение. Это значит, что от границы распространяется новая волна, на-
лагающаяся на первичную. Внутри тела, играющего роль препятствия, 
также возникает волновой процесс. 
Будем рассматривать гармонический электромагнитный волновой про-
цесс в случае, когда все пространство разделено плоскостью на два однород-
ных полупространства с разными свойствами. Следует найти решения урав-
нений Максвелла (3.26) при 0cmj =  для каждого из полупространств, удовле-
творяющие на указанной плоскости граничным условиям. Эти решения 
сформируем из плоских однородных волн. В первой среде зададим так назы-
ваемую падающую волну 0E

, 
0H

, которая распространяется из бесконечно-
сти к границе под некоторым углом, и предположим, что существует отра-
женная волна E−

, H −

, распространяющаяся от границы. Во второй среде до-
пустим существование одной прошедшей волны E+

, H +

 (ее называют также 
преломленной волной), которая уходит от границы в бесконечность.  
Задача состоит в том, чтобы при заданной падающей волне подоб-
рать такие комплексные амплитуды и направления распространения двух 
других волн, при которых тангенциальные компоненты векторов Е и Н ос-
таются непрерывными на границе раздела сред. Запишем это в форме: 
0
1 2
0
1 2
m m m m m
m m m m m
E E E E E
H H H H H
τ τ τ τ τ
τ τ τ τ τ
− +
− +
= ⇒ + =
= ⇒ + =
    
ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ
    
ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ
                               (5.10) 
Из оптики известны законы отражения и преломления лучей: 
1. Угол отражения ϕ ′  равен углу падения ϕ . 
2. Синусы угла преломления ϑ  и угла падения ϕ  подчинены соот-
ношению: 
1 2 12sin / sin /n n nϑ ϕ = = ,                                   (5.11) 
где  1n  и 2n  – коэффициенты преломления сред; 
12n  называется относительным коэффициентом преломления; в опти-
ке это экспериментально определяемый параметр. 
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Мы записали так называемые законы Снеллиуса. 
С точки зрения электродинамики эти законы – следствия уравнений 
Максвелла, причем 
n εµ=
                                                 (5.12) 
для всякой, среды с данными проницаемостями. 
 
 
5.3. Поля при падении волны на границу раздела сред 
 
Нам нужно завершить решение задачи о падении плоской однород-
ной электромагнитной волны на плоскость раздела различных сред. Нач-
нем с рассмотрения част-
ного случая, когда падаю-
щая волна распространя-
ется вдоль оси z, то есть по 
нормали к границе разде-
ла. Направления распро-
странения отраженной и 
прошедшей волн коллине-
арны (рис. 5.2). Выпишем 
выражения комплексных 
амплитуд векторов Е и Н 
всех трех волн: 
1 10 0
0 0
1
, , ( 0)ik z ik zm m AE x Ae H y e zW
− − 
= = < 
 
i i   ɺɺ
                       (5.13) 
1 1
0 0
1
, , ( 0)ik z ik zm m BE x Be H y e zW
− −  
= = − < 
 
i i   ɺɺ
                        (5.14) 
2 2
0 0
2
, , ( 0)ik z ik zm m CE x Ce H y e zW
− −+ +  
= = > 
 
i i   ɺɺ
                        (5.15) 
Требуется ответить на вопрос, каковы будут комплексные амплиту-
ды отраженной и прошедшей волн при заданной падающей волне, которая, 
разумеется, может нести любой поток энергии, так что коэффициент А яв-
ляется неопределенным. Определим коэффициент отражения ρ  и коэффи-
циент прохождения τ  следующими формулами: 
0 0(0) / , (0) / (0)m m m mE E E Eρ τ− += =ɺ ɺ ɺ ɺ                                (5.16) 
Это отношения комплексных амплитуд вектора Е для волн на грани-
це раздела сред. Как видно из (5.13) – (5.15), /B Aρ = , /C Aτ = . 
Рис 5.2 Прошедшая и отражённая волны 
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Чтобы найти ρ  и τ , достаточно потребовать выполнения граничных 
условий. Векторы поля всех волн имеют только тангенциальные компоненты 
на границе раздела сред. Полагая в (5.13) – (5.15) 0z =  и внося эти выраже-
ния  (5.10), после преобразований получаем систему уравнений: 
( )1 11 ,1 /W Wρ τ ρ τ+ = − = .                                  (5.17) 
Отсюда 
( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2 1/ , 2 /W W W W W W Wρ τ= − + = + .                     (5.18) 
Задача решена: теперь на основании (5.16), (5.18) для всякого задан-
ного А по формулам (5.13) – (5.15) можно выразить полное электромагнит-
ное поле в обеих средах [3]. 
Остается проанализировать полученный результат. Отметим сначала, 
что отражение от границы может отсутствовать, при этом волна полностью 
проходит во вторую среду. Из (5.18) следует, что эта возможность реали-
зуется при равенстве волновых сопротивлений: 
2 1W W=  
или                                    2 2 1 1/ /µ ε µ ε= .                                           (5.19) 
Говорят, что в этом случае среды согласованы. 
Вернемся к общей задаче о наклонном падении волны, на пути ре-
шения которой уже получены законы Снеллиуса. Следующий шаг – вывод 
формул, которые подобно (5.18) позволяли бы находить комплексные ам-
плитуды полей отраженной и прошедшей волны, когда падающая волна 
задана. Результат должен зависеть от поляризации падающей волны, и мы 
отдельно рассмотрим две ортогональные поляризации. В одном варианте 
вектор E

 будет перпендикулярен плоскости падения, а в другом – парал-
лелен ей. Ясно, что все иные типы поляризации можно рассматривать пу-
тем наложения решений, полученных для этих двух вариантов, то есть, как 
говорят, для случаев перпендикулярной и параллельной поляризации. 
На (рис. 5.3, а) изображена лучевая схема наклонного падения, на ко-
торой отмечены орты для представления полей в случае перпендикулярной 
поляризации: 0 ,h h −
 
 
и h +

– единичные векторы в выражениях 0 ,m mH H
−
i i 
 и mH
+
i
. 
Все орты для электрических векторов направлены по оси х: 0 0e e e x
− +
= = =
   
 
Как и выше, будем пользоваться понятиями коэффициента отражения и 
коэффициента прохождения (5.16), но отметим их индексами ⊥  (символ 
перпендикулярной поляризации). Будет показано, что: 
2 1 2
2 1 2 1
cos cos 2 cos
,
cos cos cos cos
W W W
W W W W
ϕ ϑ ϕρ τ
ϕ ϑ ϕ ϑ⊥ ⊥
−
= =
+ +
                    (5.20) 
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Рис. 5.3. Лучевая схема наклонного падения:  
а) при перпендикулярной поляризации, б) при параллельной поляризации 
 
В случае параллельной поляризации (рис. 5.3, б) 0 0h h h x− += = = −
   
, а 
орты для представления напряженности электрического поля 0 ,e e−  и е+ лежат 
в плоскости чертежа. При этой поляризации, используя символ ||, запишем: 
2 1 2
|| ||
2 1 2 1
cos cos 2 cos
,
cos cos cos cos
W W W
W W W W
ϑ ϕ ϕρ τ
ϑ ϕ ϑ ϕ
−
= − =
+ +
                   (5.21) 
Выражения (5.20). (5.21) называются формулами Френеля. 
Задача о наклонном падении решена. Остается выписать формулы, 
выражающие комплексные амплитуды mE

 и mH

 падающей, отраженной и 
прошедшей волн при обеих исследованных поляризациях. Для этого надо 
лишь конкретизировать запись типа (5.6) и учесть формулы Френеля. 
Перпендикулярная поляризация. Чтобы записать поле падающей вол-
ны, учтем (рис. 5.3, а) что: 
0 0 0
1 2 3
0 0 0
1 2 3
0 0 0
1 2 3
0 90 90
90 90
90 90
α α α
β β ϕ β ϕ
γ γ ϕ γ ϕ
= = =
= = = +
= = − =
	 	
	 	
	 	
 
Поэтому: 
( )
( ) ( )
0
0 1
0
0 0 1
1
exp sin cos
cos sin exp sin cos
m
m
E x A ik y z
AH y z ik y z
W
ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
= − +  
= − − +  
i
i
 ɺ
ɺ  
            (5.22) 
Для отраженной волны (рис. 5.3, а): 
1 2 3
1 2 3
1 2 3
0 90 90
90 180 90
90 90 180
α α α
β β ϕ β ϕ
γ γ ϕ γ ϕ
− − −
− − −
− − −
= = =
= = − = +
= = − = −
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Внося это в (5.6) и заменяя A  на Ap⊥ , пишем: 
( )
( ) ( )
0 1
0 0 1
1
exp sin cos
cos sin exp sin cos
m
m
E x p A ik y z
p AH y z ik y z
W
ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
−
⊥
−
⊥
= − −  
= − + − −  
i
i
  ɺ
ɺ  
          (5.23) 
Для прошедшей волны (рис. 5.3, а): 
1 2 3
1 2 3
0 0
1 2 3
0 90 90
90 90
90 90
α α α
β β ϑ β ϑ
γ γ ϑ γ ϑ
+ + +
+ + +
+
= = =
= = = +
= = − =
	 	
	 	
	 	
 
прежним путем с заменой Aɺ  на Aτ⊥ɺ  находим: 
( )
( ) ( )
0 2
0 0 2
2
exp sin cos
cos sin exp sin cos
m
m
E x A ik y z
AH y z ik y z
W
τ ϑ ϑ
τ ϑ ϑ ϑ ϑ
+
⊥
+
⊥
= − +  
= − − +  
i
i
 ɺ
ɺ  
         (5.24) 
Параллельная поляризация. Все рассуждения повторяются с ориента-
цией на рис. 5.3, б. Для падающей волны: 
0 0 0
1 2 3
0 0 0
1 2 3
0 0 0
1 2 3
90 90
180 90 90
90 90
α α ϕ α ϕ
β β β
γ γ ϕ γ ϕ
= = = +
= = =
= = − =
	 	
	 	 	
	 	
 
( ) ( )
( )
0 0 1
0 1
1
cos sin exp sin cos
exp sin cos
m
m
E A y z ik y z
AH x ik y z
W
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ
−
−
= − − +  
= − − +  
i
i
  ɺ
ɺ 
             (5.25) 
Для отраженной волны: 
1 2 3
1 2 3
1 2 3
90 180 90
180 90 90
90 90 180
α α ϕ α ϕ
β β β
γ γ ϕ γ ϕ
− − −
− − −
− − −
= = − = +
= = =
= = − = −
	 	
	 	 	
	 	 	
 
( ) ( )
( )
|| 0 0 1
||
0 1
1
cos sin exp sin cos
exp sin cos
m
m
E A y z ik y z
A
H x ik y z
W
ρ ϕ ϕ ϕ ϕ
ρ ϕ ϕ
−
−
= − + − −  
= − − −  
i
i
  ɺ
ɺ 
           (5.26) 
Для прошедшей волны: 
1 2 3
1 2 3
0 0
1 2 3
90 90
180 90 90
90 90
α α ϑ α ϑ
β β β
γ γ ϑ γ ϑ
+ + +
+ + +
+
= = = +
= = =
= = − =
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( ) ( )
( )
|| 0 0 1
||
0 2
2
cos sin exp sin cos
exp sin cos
m
m
E A y z ik y z
A
H x ik y z
W
τ ϑ ϑ ϑ ϑ
τ ϑ ϑ
−
−
= − − +  
= − − +  
i
i
  ɺ
ɺ 
            (5.27) 
Вернемся к одному из следствий из второго закона Снелиуса, согласно 
которому при 2 1k k≫  любые лучи в первой среде порождают во второй пре-
ломленный луч, уходящий почти по нормали. Это значит, что всевозможные 
поля в первой среде вызывают во второй процесс, близкий к плоской одно-
родной волне, фронт которой параллелен границе. Когда вторая среда – про-
водник, этот процесс относительно быстро затухает, что называется поверх-
ностным эффектом, а также скин-эффектом. Выше уже было найдено рас-
стояние ∆	 , на котором поле в проводнике уменьшается в е раз: 
( )02 / ωµ µσ∆ =	                                         (5.28) 
В данном случае расстояние ∆	  отсчитывается по нормали в глубь 
проводника и называется глубиной проникновения. Для распространенных 
металлов формула (5.28) приведена к соотношению [ ] [ ]0 /мкм A f ГГц∆ =  
в табл. 5.1. 
Таблица 5.1 
Характеристики металлов 
Металл А В·109 Металл А В·109 
Серебро 
Медь оттожженная 
Алюминий 
Латунь 
2,031 
2,09 
2,675 
4,18 
8,019 
8,25 
10,56 
16,5 
Железо 
Олово 
Свинец 
Ртуть 
5,033 
5,4 
7,264 
15,576 
19,869 
21,314 
28,679 
61,494 
 
Запишем 
0,m np mE W Hτ τ ν ′=   
  ɺ ɺ
                                       (5.29) 
где 0ν ′

 – орт внутренней нормали ( 0 0zν ′ = ) 
( ) ( ) 001 / 2 1 /npW i iωµ µ σ σ= + = + ∆                        (5.30а) 
или                                0, 1/np np np np npW R iX R X σ= + = = ∆ .                        (5.30б) 
Мы видим, что сформулировано импедансное граничное условие и 
npW  играет роль поверхностного импеданса. Равенство (5.29) называется 
приближенным граничным условием Леонтовича. 
Заметим, что поскольку при σ → ∞  волновое сопротивление npW  ис-
чезает, граничное условие Леонтовича в случае идеального проводника 
переходит в известное условие 0Eτ = . 
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ГЛАВА 6. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ В СТРУКТУРАХ 
 
6.1. Используемые математические понятия и символы 
 
Анализировался процесс, зависящий только от одной декартовой ко-
ординаты, так что фактически фигурировало обыкновенное дифференци-
альное уравнение (4.20). В дальнейшем будут рассматриваться существен-
но более сложные электромагнитные процессы. В качестве подготовки к 
этому мы предварительно обсудим некоторый класс решений однородного 
скалярного уравнения Гельмгольца (4.18) 
2 2 0m mu k u∇ + =ɺ ɺ .                                           (6.1) 
Пусть пространственная структура, для которой ищется решение muɺ , 
является однородной в направлении z, то есть все ее сечения плоскостями  
z = const тождественны. Функция рассматривается внутри и (или) вне 
обобщенного  цилиндра или при наличии нескольких аналогичных подоб-
ластей. Параметр k может принимать разные постоянные значения в по-
добластях; на их границах muɺ  удовлетворяет некоторым условиям. Напри-
мер, могут рассматриваться решения уравнения (6.1) внутри цилиндриче-
ской области при граничном условии 0mu =ɺ  [3]. 
Предположим, что решение muɺ  можно представить в виде произве-
дения двух неизвестных функций разных аргументов:  
muɺ  (х, у, z) = T(x, y)Z(z). 
В результате подстановки этого представления в (6.1) получаем: 
2 2 2
2
2 2 2 0
d ZZ k T T
x y dz
 ∂ ∂
+ + + = ∂ ∂ 
. 
Разделим все члены на TZ и введем обозначение: 
2 2
2
2 2x y⊥
∂ ∂∇ = +
∂ ∂
                                               (6.2) 
(оно будет использоваться и в дальнейшем). Теперь имеем: 
( ) 22 2 21 1 0d ZТ k TT dz Z⊥∇ + + = .                                     (6.3) 
Говорят, что в этом равенстве разделены переменные: оба слагае-
мых – функции разных аргументов. Поэтому, в частности, изменяя z, нель-
зя повлиять на первый член, и он наверняка сохраняет при этом постоян-
ное значение. Но ввиду равенства (6.3) это означает, что остается постоян-
ным и второй член, то есть он равен некоторой константе. Обозначим 
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ее Г2, то есть Z"/Z = – Г2. Мы видим, что первый член равен противопо-
ложной константе Г2. Таким образом, рассуждения приводят от (6.3) к 
двум независимым уравнениям: 
2
2
2 0
d Z Z
dz
+ Γ = ;                                             (6.4) 
2 2 2 2 20,T T kχ χ⊥∇ + = = − Γ .                                   (6.5) 
Если решения Z и Т найдены, то тем самым найдено и решение пер-
воначального уравнения Гельмгольца (6.1) u = TZ.  
Использованный прием называется методом разделения переменных.  
В данном случае существенно, что удалось выяснить некоторые об-
щие черты интересующих нас решений уравнения Гельмгольца в классе 
продольно-однородных структур. Действительно, вид решений обыкно-
венного дифференциального уравнения (6.4) хорошо известен. 
exp( ) exp( )Z A i z B i z= − Γ + Γɺ ɺ , где А и В – неопределенные константы. Поэтому 
( ) ( ), ,i z i zmu AT x y e BT x y e− Γ Γ= +ɺ ɺɺ                                               (6.6) 
Напомним, что по форме два члена решения – не что иное, как ком-
плексные амплитуды волн. Это вообще неоднородные волны, поскольку 
их амплитуды зависят от поперечных .координат х, у. При комплексном Г 
имеем, 
, / 2 /i ω υ piΦ′ ′′ ′Γ = Γ − Γ Γ = = Λ                                                    (6.7) 
где Λ  – длина волны, υΦ  – ее фазовая скорость, а Г"–коэффициент 
затухания (предполагается, что Г' > 0, Г" >0). 
Величина Г называется продольным волновым числом, а также по-
стоянной распространения. Введенный в (6.5) параметр χ  называют попе-
речным волновым числом. 
Постоянная распространения Г может оказаться и чисто мнимой ве-
личиной. При анализе неоднородных волн уже встречались некоторые по-
нятия, введенные теперь с более общих позиций. 
Можно сказать, что трехмерную задачу о распространении волн в 
продольно-однородной структуре мы свели к рассмотрению двумерного 
уравнения Гельмгольца (6.5). При этом неизвестна не только функция Т(х, 
у), но и параметр 2χ . Само по себе уравнение (6.5) не имеет определенных 
решений. Необходимо поставить краевую (граничную). Пусть, например, 
L⊥  – контур поперечного сечения цилиндра. Первой краевой задачей для 
двумерного уравнения Гельмгольца назовем следующую: 
2 2 0, 0T T Tχ⊥∇ + = =  на L⊥                                                                           (6.8)) 
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Пусть это задача внутренняя (то есть решение Т ищется внутри ци-
линдра). Тогда она имеет бесконечное множество решений {Тп}, каждое из 
которых реализуется при определенном значении параметра 2χ . Реше-
ния Тп называются собственными функциями, а соответствующие им зна-
чения 2nχ  параметра 2χ  – собственными значениями. Нумерация произво-
дится в порядке неубывания собственных значений: 2 21 2 ...χ χ≤ ≤  Если раз-
ным собственным функциям соответствуют одинаковые собственные зна-
чения, то последние называются вырожденными. 
Мы не можем здесь дать теорию краевых задач (6.8) и аналогичных 
им. Однако далее будут решаться конкретные краевые задачи, приводящие 
к нахождению систем собственных функций и собственных значений. Этот 
материал позволит составить представление об их свойствах, что важно 
для понимания электромагнитных волновых процессов. 
Сформулируем вторую краевую задачу для уравнения (6.5): 
2 2 0, / 0T T Tχ ν⊥∇ + = ∂ ∂ =  на L⊥ .                                 (6.9) 
Эта задача также порождает систему собственных функций, которым 
отвечают собственные значения. 
Волна, переносящая энергию в направлении z, обязательно должна 
иметь как поперечную электрическую, так и поперечную магнитную ком-
поненты: в противном случае 0zΠ = . При этом общее решение может рас-
сматриваться как наложение двух частных, для одного из которых 0zE ≠
 
и 
Hz = 0, а для другого 0zH ≠  и Ez = 0. 
Поэтому, рассматривая различные волны в продольно-однородных 
структурах, выделяют класс так называемых Е-волн, или электрических 
волн, для которых 0zE ≠  и Hz = 0, и класс Н-волн, или магнитных волн, 
для которых 0zH ≠  и Ez = 0. Вместо символов Е и Н употребляются так-
же ТМ и, соответственно, ТЕ (говорят поперечно-магнитные и поперечно-
электрические волны). 
Более сложные волновые процессы, имеющие как электрическую, 
так и магнитную продольные компоненты, принято называть гибридными 
волнами. 
Как известно, простейшая электромагнитная волна в свободном про-
странстве, которое, несомненно, является продольно-однородной структу-
рой, совершенно лишена продольных компонент (Ez = 0, Hz = 0). Она при-
надлежит классу Т-волн, или по-другому, ТЕМ-волн (говорят поперечно-
электромагнитные волны).  
 78 
Из равенства 2 0χ =  вытекает, что 
kΓ =
                                                  (6.10) 
то есть любые Т-волны в некоторой среде распространяются с той же фа-
зовой скоростью, что и плоская однородная волна.  
2 20, 0Hε⊥ ⊥∇ = ∇ = ,                                         (6.11) 
которым удовлетворяют функции поперечных координат ε  и Н, в случае 
Т-волн. Сами эти выражения принимают вид: 
,
ikz ikz
m mE e Heε
− −
= Η =ɺ ɺ .                                    (6.12) 
Выявлено два важных свойства Т-волн. Во-первых, они мыслимы 
только в однородных средах, так как равенство (6.10) не может быть вы-
полнено, если k (вместе с ε  и µ ) принимает разные значения в разных по-
добластях продольно-однородной структуры. Во-вторых, поперечное рас-
пределение полей в случае Т-волн должно повторять продольно-однород-
ные (не зависящие от z) статические распределения. Действительно, при 
0ω =  и при отсутствии продольной зависимости уравнения (4.18) прини-
мают вид (6.11). 
 
 
6.2. Периодические структуры 
 
В технике применяются не только продольно-однородные структу-
ры, направляющие электромагнитные волны, но и периодические, то есть 
изменяющие свои свойства по некоторому периодическому закону. При-
меры одномерно периодиче-
ских, или продольно-периоди-
ческих структур даны на  
(рис. 6.1). Структуры могут 
быть открытыми (а, б, в, г) и 
экранированными (д, е) – это 
полые периодические волново-
ды. Гребенчатая структура (а), 
система поперечных стержней 
(б), некоторая проволочная струк-
тура (в), система диэлектриче-
ских линз (г) дают представле-
ние лишь о некоторых классах 
периодических структур. 
Рис. 6.1. Направляющие структуры:  
а, б, в, г – открытые, д, е – закрытые 
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Свободные электромагнитные поля в одномерно-периодических 
структурах подчиняются так называемой теореме Флоке, выражающей 
следующее свойство комплексных амплитуд векторов Е и Н: 
( )
( )
, , , ,
, , , ,
i
m m
i
m m
E x y z E x y z e
H x y z H x y z e
ϕ
ϕ
−
−
 + Λ = 
 
 + Λ = 
 
	
	
 
ɺ ɺ
 
ɺ ɺ
                              (6.13) 
где  ϕ  – величина вещественная, если отсутствует поглощение [3].  
Это значит, что при сдвиге на  величину пространственного  периода 
структуры Λ
	
 обнаруживается некоторый фазовый сдвиг ϕ  без каких-либо 
иных изменений поля. 
В силу теоремы Флоке (6.13) нетрудно построить следующие перио-
дические по z функции: 
( ) ( )
( ) ( )
, , , ,
, , , ,
i z
m
i z
m
x y z E x y z e
H x y z H x y z e
γ
γ
ε =
=

ɺ

ɺ
                                  (6.14) 
/γ ϕ= Λ
	
 
где  γ  – специально введенный параметр.  
Периодичность записанных векторных функций следует из того, что 
множитель ( )exp i zγ  компенсирует «естественный» фазовый сдвиг, возни-
кающий согласно (6.13) на, отрезке длиной Λ
	
. 
 
 
6.3. Передача и потери энергии в структурах 
 
Поток энергии через поперечное сечение продольно-однородной или 
периодической структуры выражает передаваемую мощность. Имеет 
смысл рассматривать средний поток энергии. Таким образом, 
* *1 1Re , Re ,
2 2z m m mt mtz zS S S
P ds E H ds E H ds
⊥ ⊥ ⊥
   
= Π = =      ∫ ∫ ∫
   
ɺ ɺ ɺ ɺ
,        (6.15) 
где  S± – поперечное сечение структуры, которое может быть и бесконечным.  
Если среда однородна и в структуре распространяется одна Т-, Е- 
или Н-волна, то из (6.15) следует: 
2 2
*
1 1 1Re Re
2 2mt mtS S
P W H ds E ds
W
⊥ ⊥
= =∫ ∫
 
ɶ
ɶ ,                         (6.16) 
где Wɶ  – волновое сопротивление W, WE или WН  [3]. 
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ГЛАВА 7. НАПРАВЛЯЮЩИЕ СТРУКТУРЫ 
 
7.1. Задачи в декартовых координатах 
 
В этой главе при рассмотрении конкретных направляющих структур 
нам придется находить решения двумерного уравнения Гельмгольца (6.5) 
и решать краевые задачи (6.8), (6.9). Будет использоваться метод разделе-
ния переменных, уже обсуждавшийся в п. 6.1 [3]. 
В декартовых координатах двумерное уравнение  Гельмгольца (6.5) 
имеет следующий вид: 
2 2
2
2 2 0
d T d T T
d x d y
χ+ + =
.                                        (7.1) 
Применение метода разделения переменных начинается с предполо-
жения, что неизвестное решение Т можно представить в виде произведения 
функций разных координат: Т(х,у) = X(x)Y(y). Подстановка этого представ-
ления в (7.1) дает: 
2 2
2
2 2 0
X YY X XY
x y
χ∂ ∂+ + =
∂ ∂ , 
а после деления всех членов на XY получаем уравнение: 
2 2
2
2 2
1 1d X d Y
X d x Y d y
χ+ = −
                                       (7.2) 
где слагаемые слева – функции разных аргументов. Они, таким образом, не-
зависимы (см. аналогичное обсуждение в п. 6.1), а следовательно, каждое 
слагаемое равно константе; обозначив эти константы 2xχ  и 2yχ , получаем вме-
сто (7.2) следующие два обыкновенных дифференциальных уравнения: 
2 2
2 2
2 20, 0x y
d X d YX Y
d x d y
χ χ+ + = + + = ,                                (7.3) 
которые эквивалентны уравнению (7.2) при 
2 2 2
x y zχ χ χ+ = .                                               (7.4) 
Общие решения уравнений (7.3), как известно, можно выразить в 
тригонометрической и экспоненциальной форме. Запишем: 
cos sin .cos sin ,
, .
x x y y
y yx
i x i x i y i y
C y D yA x x
X Y
Ae Be Ce Deχ χ χ χ
χ χβ χ
− − − −
++ 
= = 
+ + 
ɶ ɶ ɶ ɶ
                 (7.5) 
Здесь введен ряд неопределенных констант; неопределенными явля-
ются также xχ  и yχ . 
Поставим первую краевую задачу  (6.8)  для прямоугольной области, 
показанной на рис. 7.1. Граничное условие Т = 0 на L⊥  означает следую-
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щие требования: Т = 0 (7.6) при х = 0, у = 0; х = а, у = b. Взяв тригономет-
рическое представление решения: 
x x y yT(x,y) = (A cos x + B sin x)(Ccos y+Dsin y) χ χ χ χ                    (7.7) 
согласно (7.6) мы должны иметь, в частности,  
Т(0, у) – 0. Подставив в (7.7) х = 0, видим, что это 
возможно только при А = 0. Потребовав далее вы-
полнения равенства Т(х, 0) = 0, точно так же убеж-
даемся, что С = 0, то есть 
( , ) sin sin ,x yx y x yχ χΤ = Ν          (7.8) 
где N – неопределенная константа, появившаяся 
как произведение BD.  
Остается наложить на (7,8) условия Т(а, у) = 0 и Т(х, b) = 0. Они вы-
полняются при x mχ α pi=  ( 0,1,2...m = ) и yb nχ = pi   ( )0,1,2...n = , то есть: 
,x y
m n
a b
pi piχ χ= = ,                                          (7.9) 
где  0,1,2...m =  и  n = 1, 2(нулевые значения m и n исключаем, так как при 
этом Т = 0). 
Итак, мы получили систему решений первой краевой задачи для 
двумерного уравнения Гельмгольца (6.8) в случае прямоугольной области. 
Это собственные функции ( )1mnT , которым соответствуют собственные зна-
чения  2mnχ .  Согласно (7.8), (7.9) и (7.4): 
(1) (1)
2 2 2
( , ) sin( )sin( )
1, 2..., 1,2...
( ) ( )
mn mn
mn
yxx y m n
a b m n
m n
a b
pi pi
pi piχ
Τ = Ν 
= =
= +

         (7.10) 
где  (1)mnΝ  – неопределенные константы. 
В случае второй краевой задачи (6.9) на решение (7.7) следует нало-
жить условие dT/dv = 0 на L⊥ , что означает: 
0
0
T
x
T
y
∂
=
∂
∂
=
∂
        при 
0
0
x
y
=
=
   
x a
y b
=
=
                                   (7.11) 
Дифференцируя Т(х, у) (7.7) по х, а затем по у и требуя обращения в 
нуль соответствующих производных при х = 0 и у = 0, находим, что В = 0 и  
D = 0, то есть: 
( , ) cos cosx yT x y N x yχ χ= ,                                  (7.12) 
где  N – неопределенная константа.  
Рис. 7.1. Прямоугольные  
направляющие в декарто-
вой системе координат 
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Налагая теперь условие обращения в нуль тех же производных при  
х = а и у = b соответственно, приходим к прежним выражениям (7.9). В ре-
зультате получаем систему решений второй краевой задачи (6.9) в случае 
прямоугольной области в виде следующих собственных функций и отве-
чающих им собственных значений: 
( 2) ( 2)
2 2 2
( , ) cos( ) cos( ),
( ) ( )
mn mn
mn
n ym xT x y N
a b
m n
a b
pipi
pi piχ

= 

= +

0,1,2..,
0,1,2..,
m
n
=
=
            (7.13) 
(как и ранее, 2mnN
 
– неопределенные константы). Значения m = 0 и n = 0 те-
перь не исключаются. При одновременном равенстве нулю m и n собст-
венная функция есть константа, а соответствующее собственное значе-
ние – нуль. 
В дальнейшем нам понадобится решать уравнение (6.5) в цилиндри-
ческих координатах. Здесь в результате разделения переменных появится 
обыкновенное дифференциальное уравнение 
2
2
1 (1 ) 0,ny y y
x x
′′ ′+ + − =
                                     (7.14) 
которое называется уравнением цилиндрических функций, а также урав-
нением Бесселя п-го порядка. Общее решение уравнения (7.14) записывают 
в следующей форме: 
(1) (2)
( ) ( ),
( )
n n
n n
AJ x BN x
y
AH BH x
+
= 
+
ɶ ɶ
                                       (7.15) 
(оба варианта эквивалентны), где: Jn(x) – функции Бесселя n-го порядка,  
Nn(X) – функции Неймана n-го порядка, ( ) ( )1nH x – функции Ханкеля 1-го ро-
да n-го порядка, ( ) ( )2nH x – функции Ханкеля 2-го рода n-го порядка. Это 
различные виды цилиндрических функций. 
 
 
7.2. Прямоугольный волновод 
 
Среди полых волноводов наиболее распро-
странен прямоугольный волновод, металлическая 
труба прямоугольного поперечного сечения  
(рис. 7.2). Мы располагаем всеми необходимыми 
данными, чтобы записать решение электродина-
мической задачи для прямоугольного волновода, 
оболочка которого принимается за идеально про-
водящую, а внутренняя среда является однородной. Такая математическая 
модель в большинстве случаев оказываемся удовлетворительной. При не-
Рис. 7.2. Прямоугольный 
волновод 
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обходимости она уточняется путем учета потерь в металле; это также бу-
дет сделано [3, 23]. 
В прямоугольном волноводе с идеально проводящей оболочкой мо-
гут  существовать только волны классов Е и Н (см. п. 6.1).  
Рассматривая Е-волны, мы должны решить краевую задачу (6.8) для 
прямоугольного контура, а это не что иное, как уже решенная выше в п. 7.1 
первая краевая задача для уравнения (7.1) с граничным условием (7.6). Итак, 
решение задачи (6.28) для прямоугольного волновода (рис. 7.2) дает согласно 
формуле (7.10): 
 
mn mn
0
2 2
2
sin sin
1, 2....; 1,2....
,
z
mn
m x m xE
a b
m n
m mX
a b
pi pi
ε
pi pi

= 

= =
    
= +        
                 (7.16). 
где mn0E  –  неопределенные коэффициенты. 
Зная эти собственные функции mn
zε  и соответствующие им собствен-
ные значения 2mnχ  выразим полные электромагнитные поля: Е-волны 
0 0 0 02sin sin ( cos sin cos sin ) ,
i zmn mn mn mn
m
mn
m x n y m m x n y n n y mE E z i x y e
a b a a b b b a
− Γ Γpi pi pi pi pi pi pi pi
= − + χ 
i  
0
0 02 ( sin cos cos sin ) ,
mn i zmn mn mn
m E
mn mn
E m n x n y mn m x n yH i x y e
a a b a a bW
− ΓΓ pi pi pi pi pi
= −
χ
i  
 
(7.17) 
где                      
22
0
1 1
mn
kpE mn
mn mn
kp
f
W W Wf
λ
ωε ε λ
  Γ
= = − = −      
   
                    (7.18) 
( 120 )W pi µ ε=
 и     
22
1 1 ,
mn
kp
mn mn
kp
f
k kf
λ
λ
  
Γ = − = −      
   
        (7.19) 
причем      ( ) ( )
2 2
2 2
2
,
2
mn mn
kp kp
c m nf
a b m n b
a
pi pi λ
pi εµ
   
= + =   
    +
           (7.20) 
Анализ Н-волн требует решения краевой задачи (6.9). В п. 7.1 это 
было сделано: для прямоугольного контура (рис. 7.1) было поставлено 
граничное условие (7.11) и найдена система решений уравнения (7.1). По-
этому согласно (7.13): 
2 2
2
0 cos cos , .
mn mn
z mn
m y n y m nH
b b a b
pi pi pi piχ    Η = = +   
   
              (7.21) 
где m = (0), 1, 2, ..., n = (0), 1, 2, …, 0mnH – неопределенные коэффициенты. 
Нулевые значения m и n можно брать лишь при сочетании с ненулевыми 
(поэтому нули взяты в скобки). 
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Дело в том, что 00zΗ  есть константа, причем 00
zχ ; это решение не от-
носится к классу Н-волн. Подставляя собственные функции mnzΗ  и собст-
венные значения 2mnχ , получаем Н-волны, 
0 0 02 cos sin sin cos ,
z
mn
imn H mn mn
m mn
mn
n n x n x m m n yE iW H x y e
b a b a a b
pi pi pi pi pi pi
χ
− ΓΓ  
= − 
 
i  
   (7.22) 
0 0 0 02cos cos ( sin cos cos sin ) ,zmn
imn mn mn
m
mn
m x n y m m x n y n n y n yH H z i x y e
a b a a b b b b
pi pi pi pi pi pi pi pi
χ
− Γ ′Γ
= − + 
 
i  
 
где                     0 2 2
2
,
1 1
H
mn
mnmn
kp
mn
kp
WW
f
f
ωµ µ
λ
λ
= = =
Γ    
− −   
   
                   (7.23) 
а постоянные распространения mnГ  и критические частоты 
mn
крf  по-
прежнему выражаются формулами (7.19), (7.20). 
Структуры волн в прямоугольном волноводе приведены в табл. 7.1. 
 
 
7.3. Круглые волноводы 
 
Рассматривая полый волновод кругового 
поперечного сечения, называемый круглым вол-
новодом (рис. 7.3), мы, как и ранее, можем сразу 
же записать решение электродинамической за-
дачи, полагая внутреннюю среду однородной, а 
оболочку – идеально проводящей [3]. 
В случае Е-волн надо получить собствен-
ные функции и отвечающие им собственные 
значения, порождаемые краевой задачей (6.8) 
при контуре L⊥  в виде окружности.  
( )
cos 2,
2
0 0
sin
,
ina
ina
e
mn nm nmnm nm nm
z n n nm
e
B B BJ r na J r
R R R
ε χ
−
     
= Ε = Ε =     
     
        (7.24) 
где  Вnm – справочные величины.  
Получаем комплексные амплитуды полных полей Е-волны: 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 02( ) ( ) ( )
z
nm
inm nm nm
m n nm nm n nm n nm
nm
n
z J r A n i r J A n J r A n e
r
χ α χ χ α α χ α
χ
ΕΕ
− ΓΕ Ε Ε Ε
Ε
 Γ  
′ ′Ε =Ε − +     
i 
  (7.25) 
Рис. 7.3. Полый волновод  
кругового поперечного  
сечения 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0
0 02
znm
nm
inm nm
m n nm nm n nm
nm nm
ni r J r A n J r A n e
W r
χ α α χ χ α
χ
ΕΕ
− ΓΕ Ε Ε
Ε Ε
Ε Γ  
′ ′ ′Η = −  
i
 
Здесь                             ( ) cossin inineeA n n ααα α −= =
                     
                   (7.26) 
где подразумевается любая линейная комбинация функций расположенных в 
столбце. Штрихом в (7.25) обозначены производные функций указанного в 
скобках аргумента (если, например, ( ) cosA na na= , то ( ) sinA na na′ = − .  
22
0
1 1
mn
kpE mn
mn mn
kp
f
W W Wf
λ
ωε ε λ
  Γ
= = − = −      
   
,                    (7.27) 
( 120 )W pi µ ε= , 
22
1 1 ,
mn
kp
mn mn
kp
f
k kf
λ
λ
  
Γ = − = −      
   
                            (7.28) 
где                                     
2
,
2
mn mnmn
kp kp
mn
Bc Rf
R B
piλ
pi εµ
= =
                                (7.29) 
Рассматривая Н-волны, выпишем собственные  функции и собствен-
ные значения, они для кругового контура L⊥ . 
cos
0 0
sin
,
in
in
e
kpnm nm nmnm
z n n
e
AAH H J r n H J r
R R
α
α
α
−
  
= =   
   
                   (7.30) 
( )
2
2
,
H nm
mn
A
R
χ  =  
 
 
где  Аnm – корни уравнения, сведенные в табл. 7.2. Комплексные ампли-
туды полных полей получаем: 
( )0 0 02 ( ) ( ) ( ) ,( )
H
znm
H
inm nm H H H Hnm
m nm n nm nm n nmH
nm
niH W r J r A n J r A n e
r
χ α α χ χ α
χ
− ΓΓ  
′ ′Ε = − +  
i 
     (7.31) 
( ) ( ) ( )0 0 0 02( ) ( ) ( ) ( ) ,
H
znm
H
inm nm H H H Hnm
m n nm nm n nm n nmH
nm
in nH H z J r A n r J r A n J r A n e
r rr
χ α χ χ α α χ α
χ
− Γ
 Γ   ′ ′= − + 
  
 
i 
 
0
2 2
,
1 1
H
mn H
mnmn
kp
mn
kp
W WW
f
f
ωµ µ
λ
λ
= = =
Γ    
− −   
   
                    (7.32) 
Постоянная распространения Гnm выражается формулой (7.28), в 
которой: 
2
,
2
nm nmnm
kp kp
nm
Ac Rf
R A
piλ
pi εµ
= =
                                (7.33) 
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7.4 Полосковые линии передач 
 
Полосковые линии передачи (рис 7.4) представляют собой линии пе-
редач, выполненные на печатных платах или интегральном исполнении в 
виде различной конфигурации проводников из полосок и металлизирован-
ных слоев, нанесенных с различных сторон диэлектрической пластины  [3]. 
 
 
Рис. 7.4. Полосковые линии передачи: а – несимметричная полосковая линия (НПЛ); 
б – симметричная полосковая линия (СПЛ); в – щелевая линия (ЩЛ);  
г – копланарная линия (КЛ) 
 
НПЛ с диэлектрической проницаемостью 10ε ≥  подложки называ-
ются микрополосковыми линиями передачи (МПЛ). 
Методика расчета МПЛ заключается в следующем:  
а) выбирается диэлектрик подложки МПЛ с параметрами h и ε . Для 
отсутствия паразитных типов волн необходимо выполнить условие: 
( )
75
1
kpf f h ε
< =
−
                                        (7.34) 
где  kpf  – выражена в ГГц, h – в мм. 
б) волновое сопротивление МПЛ определяется по формулам: 
2
1 860 ln 32 , 2B
эф
h W WZ при
W h hε
 
= + <  
 
1
1 2120 ln 17,08 0,92 , 2
2в
эф
W W WZ при
h h h
pi
piε
−
   
= + + >   
   
     (7.35) 
Здесь                                   
1 1
2 2 1 10
эф h
W
ε ε
ε
+ −
= +
+
                                   (7.36) 
в) при определении размеров по заданному значению BZ  следует 
пользоваться формулами: 
2 ln 2ln 2 11W r
h r
pi
pi
  
− +  
  
= − , при 132вZ ε ≤                    (7.37) 
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28 , 132r B
W
e приZ
h
pi ε−= ≥
 
Здесь                               /120Br Z ε pi=                                            (7.38) 
г) толщина проводников t выбирается из условия 
(3..5) ct δ=                (7.39) 
где  cδ  – глубина скин-слоя:
  
[ ]c
A
f ГГц
δ =                               (7.40) 
Параметр А определяется из таблицы  (5.1). 
При толщине проводников t = 0 в формулах (7.35 – 7.36) следует 
пользоваться эффективной шириной полоски эфW : 
2ln 1эф
t hW W W W
tpi
 
= + ∆ = + + 
 
                   (7.41) 
д) длина волны в МПЛ определяется по формуле: 
0
эф
λ
ε
Λ =
                                            (7.42) 
здесь 0λ  – длина волны в воздухе. 
е) потери в МПЛ определяются: 
g m nα α α α= + +                                          (7.43) 
Здесь                            
0
27,3 эфg tg
ε
α δ
α
 
 =
 
 
                                      (7.44) 
– потери в диэлектрике; 
8,7 зm
B
R
Z W
α =
   
                                         (7.45) 
– потери в металле; 
2
2
0
320
n
B
h
Z
pi
α λ
 
=  
 
             (7.46) 
– потери на излучение. 
В формулах (7.44) и (7.45) tgδ
 
– тангенс угла диэлектрических по-
терь, [ ] [ ]з
BR Om
f ГГц
= , где параметр В определяется из (табл. 5.1).
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ГЛАВА 8. ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ 
 
8.1. Общие представления. Постановка задач 
 
Термин дифракция, относящийся к теории волновых процессов, имеет 
довольно широкое значение. Первоначально явлениями дифракции называли 
отклонения свойств света от тех идеализированных норм, которые диктуются 
геометрической оптикой. Свет в определенной степени огибает препятствия, 
границы света и тени не бывают идеально резкими. Однако, пока размеры 
рассматриваемых объектов весьма велики по сравнению с длиной волны 
( d λ≫ ), что характерно для света, геометрическая оптика остается полезным 
и часто вполне достаточным инструментом теории. Объекты относительно 
больших размеров нередки, например, и в антенной технике, но здесь нера-
венство d λ≫  уже не выполняется в столь сильной степени; поэтому откло-
нения от представлений геометрической оптики существенно сильнее. Нако-
нец, когда размеры объекта сравнимы с длиной волны (а это типично для 
многих важных задач), геометрическая оптика теряет силу: волновой процесс 
в целом есть нечто, не укладывающееся в ее рамки  [3]. 
Обсудим содержание и постановку задач дифракции в электродинамике. 
Как и выше (в п. 5.1), будет рассматриваться падение некоторой волны 0E , 0H  
на заданный объект (рис. 8.1), которым может быть какое-либо диэлектриче-
ское (а) или металлическое (б) тело; нас будет интересовать, в частности, ме-
таллический экран с отверстием  (в). Внутри диэлектрического тела возникает 
поле E+

, H +

, называемое внутренним полем дифракции (металлические объ-
екты принимаем за идеально проводящие). Вне объектов появляется внешнее 
поле дифракции E−

, H −

. Оно называется также полем рассеяния. 
Для нахождения внутреннего и внешнего полей дифракции при задан-
ной падающей волне (которая не обязательно должна быть плоской) поста-
вим граничную задачу. А именно, потребуем, чтобы решения уравнении 
Максвелла 0E

, 
0H

E+

, H +

 E−

, H −

на поверхности S объекта дифракции V 
удовлетворяли условиям непрерывности тангенциальных компонент: 
0
0 0
0
0 0
, ,
, ,
m m m
m m m
E E v E v
H H v H v
− +
− +
   + =      
   + =      
  
 ɺ ɺ ɺ
  
 ɺ ɺ ɺ
                                     (8.1) 
Поле mE
−ɺ
, mH
−ɺ должно также удовлетворять условию излучения. Если те-
ло V – идеально проводящее, то внутреннее поле дифракции отсутствует и в 
постановку задачи входит только первая строка из (8.1), принимающая вид: 
0
0, 0,m mE E ν
− + =  
  ɺ ɺ
                                           (8.2) 
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вторая приводит к соотношению: 
0
0, ,m m mH H ν η− + =  
  ɺ ɺ ɺ
                                        (8.3) 
которое может быть использовано для нахождения поверхностного тока 
после определения внешнего поля дифракции. 
 
 
Рис. 8.1. Паление не-
которой волны: а) на  
диэлектрическое тело,  
б) на металлическое  
тело, в) на металличес-
кий экран с отверстием 
 
 
Итак, в задаче дифракции, как и в рассматривавшейся ранее задаче о 
падении плоской однородной волны на границу раздела сред, фигурируют 
в общем случае три поля, которые мы обозначили при помощи одних и тех 
же индексов (0, +, –). Одинаковыми по смыслу являются и налагаемые на 
эти поля условия (8.1) и (5.10); для обеих задач существенно условие излу-
чения. Различие состоит в том, что в задаче дифракции рассматривается 
уже не бесконечная плоская граница, а некоторый ограниченный объект. 
Плоская волна в первом случае порождает две другие плоские волны, то-
гда как во втором – возникают сложные поля дифракции. В немногих за-
дачах удается представить эти поля в виде рядов, коэффициенты которых 
находятся непосредственно при наложении условий (8.1); таковы, напри-
мер, задачи дифракции на цилиндре и шаре. Однако к настоящему времени 
развиты методы и построены различные алгоритмы, предназначенные для 
решения задач дифракции на ЭВМ. 
При оценке дифракционных процессов используются некоторые ин-
тегральные характеристики. Таков параметр S±, называемый поперечным 
сечением рассеяния. Он определяется как отношение 
0 0
1
,
PS П ds
П П
−
−
⊥
∑
= = ∫
 
                                        ( )8.4  
где  0Π  – абсолютное значение средней плотности 0П

 потока энергии 
падающей волны (плоской и однородной), а P−  – полный поток вектора 
П −

 через поверхность 2, охватывающую объект дифракции (рис. 8.1, а); он 
называется потоком рассеяния, где ∑  – некоторая поверхность, построен-
ная так, что через нее проходит весь поток рассеяния в полупространство 
за отверстием. В приближении геометрической оптики параметр T⊥  равен 
площади отверстия S. 
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ГЛАВА 9. ИЗЛУЧЕНИЕ В СВОБОДНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
 
9.1. Элементарный электрический излучатель, диполь  Герца 
 
Пользуясь полученными выше формулами, можно находить поля из-
лучения, создаваемые различными распределениями тока. Естественно на-
чать с простейших из них. Обычно рассматривается малый прямолиней-
ный элемент тока, называемый элементарным электрическим излучателем, 
а также диполем Герца: Генриху Герцу принадлежит как практическая 
реализация, так и теория этого объекта. Представление о диполе Герца 
имеет отнюдь не только историческое значение, оно играет существенную 
роль в теории антенн [3]. 
Мы должны обсудить физическое содержание «открытого» элемента 
переменного тока, не принадлежащего какой-то замкнутой цепи. 
Элемент тока с постоянной комплексной ам-
плитудой 
m
стIɺ , занимающий участок длиной l на 
оси z, показан на (рис. 9.1, а). Будем рассматривать 
его как весьма тонкий цилиндр с поперечным се-
чением S и постоянной плотностью тока. Таким 
образом ст cтm мI j S=
 
и 0
ст cт
m мj z j=
 
. Привлекая закон 
сохранения заряда, имеем: 
.
ст ст
m mdj dz iwρ= −ɺ .                                            (9.1) 
Умножив левую и правую части равенства на S z∆ , слева получим 
( )/ст стm mdI dz z I= ɺ△ △ , а справа cm cm cmm m mS z V qρ ρ∆ = ∆ = ∆  – заряд приходящийся на 
элемент z∆ : 
ст cт
m mI j qω= −△ △ .                                            (9.2) 
Перемещая элемент z∆  по оси z, видим, что как на отрезке I, так и 
вне его 0cmmI∆ =
i
. Изменение тока от нуля до максимального значения и от 
максимального значения до нуля происходит только на концах отрезка I. 
Из (9.2) следует, что на этих концах сосредоточены колеблющиеся заряды 
(рис. 9.2) с комплексными амплитудами: 
/cт стm mq iI w= ± ɺ                                                (9.3) 
Таким образом, с элементом тока cmmΙ
i
 совмещен диполь, момент ко-
торого р  имеет комплексную амплитуду: 
0
ст
m
m
I lp j z
ω
= −
ɺ 
ɺ                                               (9.4) 
Отсюда и происходит название диполь Герца. 
Рис. 9.1. Элемент тока 
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Физический смысл полученного вывода состоит в том, что открытый 
элемент переменного тока в силу закона сохранения заряда поддерживает-
ся колеблющимися зарядами на его концах, имеющими разные знаки. Фа-
зовый сдвиг на ±90° между зарядами и током означает, что в момент, когда 
оба заряда максимальны по абсолютной величине, ток равен нулю. Син-
хронное изменение зарядов вызывает ток, который с уменьшением |q| рас-
тет и при отсутствии зарядов становится максимальным, а затем, уменьша-
ясь, перезаряжает диполь: заряды оказываются противоположными пред-
шествующим. Это половина периода процесса. 
Продолжая рассматривать элемент тока, как равномерно обтекаемый 
током тонкий цилиндр, ориентированный вдоль оси z, расположим начало 
координат в средней точке: 
( )
1/ 2
0 02
1/ 2
1 1
,
4 т
irk r r dzст
q
ikH r I z r e
r rr rpi
′ ′
− −
−
 
 =  +    ′
−′
− 
∫
   ɺ ɺ                     (9.5) 
В дальнейшем будем пользоваться сферической системой координат 
(рис. 9.2) и потребуем выполнения двух неравенств: 
,l r l λ≪ ≪
                                               (9.6) 
(пусть потери отсутствуют). Элемент должен быть мал по сравнению с 
расстоянием наблюдения и мал в волновом масштабе. При этих условиях 
из (9.5) получается: 
0 2
1
sin
4
cm
irkm
m
I l ikH e
r r
α ν
pi
−
 
= + 
 
 ɺɺ
                                 (9.7) 
2
0 02 2
0
2 1
cos sin
4
cm
ikrm
m
I l t t kE r k ik e
r r r r r
ν ν ν
piωεε
−
    
= − − + − −    
    

ɺ
           (9.8) 
Эти формулы представляют собой строгое решение задачи при 
m
p const=ɺ
 (9.4), 0l → , когда излучающий элемент становится точечным. 
 
 
Рис. 9.2. Система сферических координат 
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ВЫВОД. В силу первого из требований (9.6) векторы r r′−   и r  ока-
зываются близкими по величине и направлению (рис. 9.2). Поэтому заме-
ним r r′−
 
 на r

 и вынесем за знак интеграла (9.5) все выражение в круг-
лых скобках. Поскольку при этом 0дr

, можно заменить на 0r

, то выносится 
также [ ]0 0 0, sinz r α ϑ= . Вынесем и постоянную величину cmmI . Что касается 
оставшейся пока под интегралом функции ( )exp ik r r′− −  , то следует иметь 
в виду, что в процессе интегрирования величина r r′−
 
, изменяясь, может 
отличаться от r не более, чем на 1/2. Как бы ни было это изменение мало в 
сравнении с r, экспонента под интегралом будет испытывать сильное 
влияние, если длина l не мала в сравнении с λ . Но при выполнении второ-
го требования (9.6) можно положить ехр(– ik|r – r'|) равным ( )exp ik r r′− −   
и также вынести за знак интеграла. В результате интегрирование дает мно-
житель l  и из (9.5) получается равенство (9.7). 
Чтобы выразить mE
ɺ
 (вне элемента тока), возьмем первое уравнение 
Максвелла.  
2
0 0 0
0 0
/ sin / sin /
/ / /
4
10 0 sin 2
cm
m m
m
ikr
r r r a r
rotH iI lE r a
i
ik e
r
ν γ ν
ν
ωεε piωεε
ν−
−
= = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 
+ 
 
 
ɺ
 
Выполняя эти действия, приходим к равенству (9.8).  
Поле излучения, представляемое формулами (9.7) и (9.8), есть не что 
иное, как сферическая волна. При переходе от комплексных амплитуд mE
ɺ
 
и mH
ɺ
 к самим векторам поля E

 и H

 члены полученных  выражений  при-
обретут  множители  
cos
sin ( )t krω ϕ− + . 
Видно, что на каждой сферической поверхности r  = const любая из 
компонент поля Еr, Eϑ и Hα  синфазна, но амплитудное распределение за-
висит от γ; оно не остается постоянным при изменении r. Поле обладает 
осевой симметрией: отсутствует зависимость от азимутальной координа-
ты α . Магнитные силовые линии – концентрические окружности в плос-
костях, ортогональных элементу тока. Электрические силовые линии ле-
жат в меридиональных плоскостях: 
α = const. 
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Рассмотрим поле в ближней зоне, то есть на расстояниях r λ≪ , 
(kr≪ 1). Отбросив в формулах (9.7) и (9.8) пренебрежимо малые члены и 
полагая ( )exp 1ikr− ≈ , получаем: 
( )0 0 0 03 2 2
0
2cos sin sin sin
4 4 4
cm
m m m
m m
P I i pE r H
r r
ω
≈ ν + ν ν ≈ α ν = α ν
piεε pi pi
   
    (9.9) 
(использовано обозначение (9.4)). Это, так называемое, ближнее поле эле-
ментарного электрического излучателя имеет знакомую нам структуру. 
Распределение электрического поля оказывается таким, как в случае элек-
тростатического диполя, однако оно испытывает гармонические колебания 
синфазно с моментом ( )cosmp p tω ϕ= +  . Что касается магнитного поля, то 
при сопоставлении (9.9) и (2.36) видно соответствие результата закону  
Био-Савара.  Поскольку в (9.9) E   и  H  сдвинуты по фазе на 90°, Пɺ  – мни-
мая величина, а следовательно, 0Π = . Получаемый отсюда вывод об отсут-
ствии (в среднем) переноса энергии, относится, конечно, к приближенному 
представлению поля. В дальней зоне, то есть на расстояниях r > λ  (kr > 1) 
поле оказывается совершенно иным. Действительно, теперь в выражениях 
(9.7) и (9.8) становятся пренебрежимо малыми как раз те члены, которые 
при r λ≪  преобладали, в результате: 
0
0
0
0
sin
4
sin
4
cm
ikrm
m
cm
ikrm
m
iIE e
r
iIE e
W r
−
−
ωµµ ν
≈ ν
pi
ωµµ ν
≈ α
pi
 ɺ
 ɺ
                                (9.10) 
Это дальнее поле есть сферическая волна, электрическая и магнитная 
компоненты которой синфазны и имеют характер, отвечающий условию 
излучения. Поле не имеет компонент, нормальных поверхности фронта  
r = const, то есть может быть отнесено к классу Т. 
Волна неоднородна: амплитуды векторов E

 и H

 не постоянны на 
поверхности фронта, но угловое распределение поля уже не зависит от r, 
оно окончательно сформировалось: 
0mE W H r =  
  ɺ
,                                              (9.11) 
где W – волновое сопротивление в классе T-волн. Это значит, что волна яв-
ляется локально-плоской и в достаточно малой области пространства прак-
тически не отличается от плоской однородной T-волны (см. п. 4.1). 
Синфазность векторовE

 и H

 рассматриваемой сферической волны 
означает вещественность вектораП

, который, таким образом, равен сред-
ней величине Π : 
( ) ( )2 2 20
0 2 2
sin
32
cm
mI i
П reП r
W r
ωµµ ν
= =
pi
 ɺ
                                (9.12) 
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Итак, та составляющая поля, которая пренебрежимо мала в ближней 
зоне, в дальней становится преобладающей из-за относительно медленного 
убывания с расстоянием и образует сферическую волну, переносящую 
энергию, создающую излучение. 
Рассмотрим развитие поля излучения диполя Герца, для нескольких мо-
ментов времени, которым соответствуют фазы 3 50, , , , , ,8 4 8 2 8t
pi pi pi pi piω =
. 
При t = 0 заряды диполя максимальны по абсолютной величине, а ток от-
сутствует; на малых расстояниях от начала координат r λ≪  поле имеет 
такую же структуру, как в случае идеального электростатического диполя. 
В момент 2t  (фаза π/2) заряд равен нулю. Поэтому не может быть электри-
ческих силовых линий, начинающихся на зарядах: все они замкнуты. В 
предшествующие моменты происходит характерная деформация ближнего 
поля. Силовые линии вытягиваются и отрываются от диполя. При t = t2 уже 
сформировался вихрь, система замкнутых электрических силовых линий, в 
дальнейшем расширяющаяся и уходящая на периферию. А в следующий 
момент (фаза 5π/8) при появлении зарядов противоположных знаков вбли-
зи начала координат возникло новое квазистационарное поле. При ωt = π, 
когда заряды вновь станут максимальными по абсолютной величине, 
структура поля окажется такой же, как при t = 0, только изменится направ-
ление E

. Мы обсудили, таким образом, развитие поля в течение половины 
периода процесса. 
 
Из формул (9.10) и (9.12) видно, что элемент тока вообще не излуча-
ет в направлении своей оси ( 0ϑ = ), а в экваториальной плоскости ( 90ϑ =  ) 
излучение максимально. Распределение излучения в пространстве удобно 
охарактеризовать при помощи функции 
( ) ( ) max, , | sin |F П Пν α θ α ν= = .                              (9.13) 
Это так называемая нормированная характеристика направленности, 
которая используется в теории антенн. График этой функции показывает 
распределение излучения в некоторой меридиональной плоскости и назы-
вается диаграммой направленности. 
Пространственная диаграмма направленности – тело вращения этой 
кривой, тор. Употребляется еще характеристика, называемая коэффициен-
том направленности действия. Это отношение П  к некоторой величине П0, 
полученной в предположении, что при той же мощности излучение рас-
пределено равномерно: 
( ) ( ) 0, , /D П Пν α ν α= .                                     (9.14) 
 97 
Какова мощность излучения элементарного электрического излуча-
теля? Эту величину можно найти как поток вектора П  (9.12) через некото-
рую координатную сферу: 
2 2 2 2 2
2 30
0 0 0
sin sin
16
cm
m
r
I lp П r d d d
W
pi pi piµ µ ω
ν ν α ν ν
pi
∑
= = •∫ ∫ ∫                   (9.15) 
(разумеется, можно было бы взять любую замкнутую поверхность, охва-
тывающую излучатель). В результате интегрирования находим: 
2 2( ) ( )
3
ст
m
lP I Wpi λ
∑
=
                                        (9.16) 
Нередко пишут, используя форму закона Джоуля – Ленца, 
( ) 2231 2,2 3cmm
lp I R R Wpi λ
∑ ∑ ∑  
= =  
 

                                (9.17) 
и называют параметр R∑  сопротивлением излучения. Очевидно R∑  есть 
сопротивление, которое при токе cmI  рассеивает мощность, равную мощ-
ности излучения диполя Герца в свободное пространство, характеризуя его 
как «поглотитель энергии». 
Теперь мы можем вернуться к формуле (9.14). Учитывая, что при 
равномерном излучении через сферу радиуса R средняя плотность потока 
энергии 0Π  есть
2/ 4P Rpi∑ , а 2max 3 / 8П P Rpi
∑
= , находим, что:  
max
3
2D =                                                 (9.18) 
На примере элементарного электрического излучателя было показа-
но применение некоторых представлений теории антенн. 
В антенной практике подобно диполю Герца ведут себя металличе-
ские стержни, отрезки провода и даже целые сооружения в виде башен и 
мачт при выполнении условий (9.6). 
 
 
9.2. Элементарный магнитный излучатель 
 
Контур постоянного тока на больших расстояниях проявляет себя 
как магнитный диполь. Поэтому следует ожидать, что замкнутый пере-
менный ток при выполнении некоторых условий будет подобен колеблю-
щемуся магнитному диполю [3]. 
Поле излучения, создаваемое контуром стороннего тока, можно най-
ти при помощи интегрирования, выполнив действия, несколько более гро-
моздкие, чем выше. Мы бы установили, что достаточно малый контур тока 
излучает как диполь Герца, векторы поля которого E

 и H

 поменялись ро-
лями. Поэтому употребляется название элементарный магнитный излуча-
тель, или магнитный диполь Герца. 
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Поскольку задача об элементарном электрическом излучателе выше 
уже решена, поле аналогичного магнитного излучателя проще всего найти, 
воспользовавшись принципом двойственности. Если в готовом решении 
задачи (9.7), (9.8) сделать замену величин в соответствии с (3.49), то мы 
получим решение уравнений Максвелла с индексом М (3.48) при заданном 
элементе магнитного тока mΙ , который расположен так же, как ранее сто-
ронний ток cmΙ  (рис. 9.2, а). 
Остается уяснить, как в (9.7), (9.8) выполнить замену cm M
m cm
j j→ −
 
ɺ ɺ
. Со-
ответствующий заданному элементу магнитного тока магнитный момент 
имеет следующую комплексную амплитуду: 
0
M
m
m
I l
m i z
ω
= −
 
ɺ .                                           (9.19) 
Эта формула – магнитный аналог ранее полученного выражения (9.4). 
Теперь мы можем сформулировать окончательное правило замены вели-
чин. Tак как замена cm M
m cm
j j→ −
 
ɺ ɺ
 ведет к cm Mm cmI I→ −ɺ ɺ ,  то  на основании (9.19): 
/cmm nI i m lω→ −ɺ . Окончательно вместо (3.49) имеем: 
0 0 , , ,
cm m
m m m m m
mI i E H H E
l
ω
εε µµ → − → − →
   ɺ ɺ ɺ ɺɺ .                    (9.20) 
Замена величин в соответствии с (9.20) приводит формулы (9.7), (9.8) 
к следующему виду: 
2
02 2
0
2 1 1 1
cos sin ,
4
ikrm
o
m ikH r ik k e
r r r r r
ν ν ν
piµµ
−
    
= + + + −    
    
 ɺ ɺ
             (9.21) 
0 2 sin4
ikrm
m
m i kE e
r r
ω
α ν
pi
−
− 
= + 
 
 ɺ
.                               (9.22)  
Это представление поля излучения, создаваемого колеблющимся 
магнитным моментом m

. Формулы являются точными в случае идеального 
магнитного диполя ( , 0mm const l= → ); в остальных случаях должны быть 
выполнены условия (9.6). 
Совершенно так же, как это делалось в случае элементарного элек-
трического излучателя, выпишем на основании (9.21), (9.22) представления 
ближнего и дальнего полей. В первом случае ( )1r krλ≪ ≪  и формулы при-
нимают вид: 
2
0 03
0
sin ,
4
( 2cos sin ).
4
m
m
m
m
i mE
r
mH r
ω
α ν
pi
ν ν ν
piµ µ
≈ −
≈ +
 ɺɺ
 ɺ ɺ
                              
(9.23)
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Во втором случае ( )1r krλ≫ ≫  и получается следующее представле-
ние поля: 
2
0
0
2
0
0
sin
,
4
sin
.
4
ikrm
m
irkm
m
m kE W e
r
m kH e
r
ν
α
piµµ
ν
ν
piµµ
−
−
≈
≈ −
 ɺɺ
 ɺ
                                     (9.24) 
Основные свойства ближнего и дальнего полей и, в частности, их 
энергетические характеристики остаются такими же, как для элементарно-
го электрического излучателя. Электрическое и магнитное поля сдвинуты 
по фазе на 90°. В дальней зоне поля синфазны. Установившаяся сфериче-
ская волна является локально плоской и удовлетворяет соотноше-
нию (9.11). Развитие поля во времени происходит так же, как в случае 
электрического диполя Герца, только, надо трактовать электрические си-
ловые линии как магнитные. 
Если магнитный диполь Герца реализован в виде контура стороннего 
тока cmΙ  с площадью S, то в формулах (9.21) – (9.24) надо взять mm  как аб-
солютное значение вектора: 
0 0
ст
m mm z I Sµ µ=
  ɺɺ .                                           (9.25) 
Эта запись – прямое следствие соотношения (2.98). Из полученного 
представления поля следует, что: 
2 4 2
0 2 2 2
0
sinRe .
32 ( )
mm k WП П r
r
ν
= =
pi µµ

ɺ
                            (9.26) 
Излучение распределено в  пространстве совершенно так же, как в слу-
чае элементарного электрического излучателя. По-прежнему ( , ) sinF ϑ α ϑ=  и 
сохраняет свое значение формула (9.18). 
Вычислив поток вектора Π  (9.25) через некоторую координатную 
сферу подобно тому, как это делалось в п. 9.1, получаем: 
3 2
2
4
4 1
3 m
cp m
W
pi
εµ λ
∑
=                                        (9.27)  
Имея в виду контур тока cmΙ , можно ввести представление о сопро-
тивлении излучения R∑ . Тогда: 
3 2
2
4
1 8( ) ,
2 3
ст
m
Sp I R R Wpi λ
∑ ∑
= = .                                (9.28) 
Очевидно R∑  можно истолковать как дополнительное сопротивление 
в цепи вследствие излучения. Таким путем можно оценивать потери на из-
лучение в цепях переменного тока. 
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ГЛАВА 10. ОБЪЕМНЫЕ РЕЗОНАТОРЫ 
 
10.1. Основные теоретические сведения 
 
Объемный резонатор представляет собой замкнутую полость, огра-
ниченную металлическими стенками, внутри которой существуют элек-
тромагнитные колебания [3]. 
Конфигурация объемного резонатора может быть любой, однако наи-
большее практическое применение находят прямоугольный (рис. 10.1), ци-
линдрический (рис. 10.2), коаксиальный (рис. 10.3) и квазистационарный 
торовидный (рис.10.4) объемные резонаторы. Все они, кроме последнего, 
являются по существу закороченными на концах отрезками волноводов. 
 
 
Рис. 10.1. Прямоугольный резонатор             Рис. 10.2. Цилиндрический резонатор 
 
 
Рис. 10.3. Коаксиальный резонатор             Рис. 10.4. Торовидный резонатор 
 
В таких резонаторах могут существовать колебания типа Е, у кото-
рых Hz = 0, и колебания типа Н, у которых Еz = 0. Анализ полей в резона-
торах производят посредством решения уравнения Гельмгольца для со-
ставляющих  Еz  и  Нz  при равенстве нулю тангенциальной составляющей 
электрического поля на стенках резонатора. 
В результате получаются выражения для резонансной частоты для 
составляющих векторов поля в резонаторе. 
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10.2. Прямоугольный объемный резонатор 
 
Резонансная частота колебаний типа Нmnp, или Emnp. 
2 2 2
.
1
p
a a
m n p
a b l
pi pi piω
ε µ
     
     
     
= + +                              (10.1) 
где  а, b, l – геометрические размеры резонатора (см. рис. 10.1).  
Составляющие векторов поля для колебаний типа Hmnp: 
cos sin sin ,
sin cos sin ,
0,
x a
y a
z
n mx ny pzE j C b a b l
m mx ny pzE j C
a a b l
E
pi pi pi piωµ
pi pi pi piωµ
     
     
     
     
     
     
=
= −
=
ɺ
ɺ
ɺ
 
sin cos cos ,
cos sin cos ,
2 2
cos cos sin ,
x
y
z
m n mx ny pzH C
a l a b l
y p mx ny pzH C b l a b l
m n mx ny pzH C
a b a b l
pi pi pi pi pi
pi pi pi pi pi
pi pi pi pi pi
     
     
     
     
     
     
 
                             
 
= −
=
= +
ɺ
ɺ
ɺ
            (10.2) 
где  С – произвольный амплитудный множитель. 
Составляющие векторов поля для колебаний типа Етпр: 
cos sin sin ,
sin cos sin ,
2 2
sin sin cos ,
sin
x
y
z
x
m n mx ny pzE C
a l a b l
y p mx ny pzE C b l a b l
m n mx ny pzE C
a b a b l
n mxH j Ca b a
pi pi pi pi pi
pi pi pi pi pi
pi pi pi pi pi
pi pi
ωµ
     
     
     
     
     
     
 
          
                   
 
 


= −
=
= +
=
ɺ
ɺ
ɺ
ɺ cos cos ,
cos sin cos ,
0.
y
z
ny pz
b l
m mx ny pzH j Ca a a b l
H
pi pi
pi pi pi piωµ
   
    
    
     
     
     
= −
=
ɺ
ɺ
           (10.3) 
Индексы m, n, р означают число вариаций поля в резонаторе по 
осям х, у, и z соответственно [3]. 
Основным типом колебаний в прямоугольном резонаторе, имеющим 
минимальную резонансную частоту, в зависимости от соотношения разме-
ров а, b, и l могут быть Н101, Н011 или E110.  Например, при b < а и, b < l ос-
новным типом колебаний является Н101 картина силовых линий поля кото-
рого изображена на рис. 10.5.  
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Составляющие векторов поля описываются выражениями: 
2
2
0,
sin sin ,
0,
sin cos ,
0,
cos sin .
x
y a
z
x
y
z
E
x zE j C
a a l
E
x zH C
al a l
H
x zH C
a a l
pi pi pi
ωµ
pi pi pi
pi pi pi
=
   
= −    
   
=
   
= −    
   
=
     
=      
     
ɺ
ɺ
ɺ
ɺ
ɺ
ɺ
        (10.4) 
Картина силовых линий поля колебании Н011 и E110 отличается лишь 
ориентацией векторов. Например, вектор Е у колебания Н011 ориентирован 
в направлении оси у, а у колебания E110 – в направлении оси у. В резонато-
ре кубической формы резонансные частоты этих трех типов колебаний 
совпадают (явление вырождения). 
 
 
10.3. Цилиндрический объемный резонатор 
 
Резонансная частота колебаний типа Нmnp: 
2 21
.
mn
p
a a
p
a l
µ pi
ω
ε µ
   
= +   
  
                                                  (10.5) 
где aε , aµ  – абсолютные диэлектрические проницаемости вещества, запол-
няющего резонатор; mnµ
 
– n-ный корень уравнения J'm(x) = 0. 
Индекс р, определяющий число вариаций пола вдоль оси z, принима-
ет целочисленные значения, не равные нулю [3]. 
Составляющие векторов поля колебания типа Н в цилиндрическом 
резонаторе: 
                      (10.6) 
Рис. 10.5. Волна Н101 
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Основным  колебанием типа Н в цилиндрическом резонаторе являет-
ся Н111, картина силовых линий поля которого изображена на рис. 10.6. Ре-
зонансная частота колебаний типа Emnp: 
2 21
,
mn
p
a a
V p
a l
pi
ω
ε µ
   
= +   
  
               
(10.7) 
где  Vпт – n-ный корень функции Бесселя Jm(x).  
Составляющие векторов поля колебании 
типа Е в цилиндрическом резонаторе описыва-
ются выражениями: 
( )
( )
( )
( )
'
2
'
cos cos ,
1
sin cos ,
cos sin ,
sin sin ,
mn mn
r m
mn
m
mn mn
z m
a mn
r m
mn m
a m
rp pzE C J m
a l a l
rpm pzE C J m
r l a l
r pzE C J m
a a l
j r pzH mCJ m
r a l
H j C J
a
ϕ
ϕ
ν νpi piϕ
νpi piϕ
ν ν piϕ
ωω ν piϕ
ν ν
ωω
   
= −   
  
   
=   
  
     
=     
    
   
= −   
  
= −
ɺ
ɺ
ɺ
ɺ
ɺ ( )cos sin ,
0.
n
z
r pz
m
a l
H
piϕ     
  
=
ɺ
                      (10.8) 
В отличие от колебаний типа Н индекс р здесь может принимать ну-
левое значение. 
Основным колебанием типа Е в цилинд-
рическом резонаторе является Е110, картина си-
ловых линий поля которого изображена на  
рис. 10.7. Особенностью этого колебания явля-
ется то, что его резонансная частота 
1 2, 4048
p
a a
a
ω
ε µ
=                   (10.9) 
не зависит от длины резонатора. 
В общем случае, когда резонатор представляет собой закороченный с 
обоих концов отрезок произвольного волновода, резонансную длину вол-
ны определяют из условия 
2
Bl p λ= ,                                               (10.10) 
где  р – целое число (продольный индекс);  
λВ – длина волны в волноводе (линии передачи). 
Рис. 10.6. Волна Н111 
Рис. 10.7. Волна Е110 
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Из выражения (10.10) получается формула для резонансной частоты: 
p
p
l
pi ν
ω Φ= ,                                             (10.11) 
где  νΦ  – фазовая скорость волны  в линии передачи, на базе которой вы-
полнен резонатор. 
В частности, для основного колебания чипа T1 объемного резонатора 
представляющего собой закороченный с обоих концов отрезок коаксиаль-
ной линии передачи (см. рис. 10.3). 
p
a al
pi
ω
ε µ
=
                                               (10.12) 
В диапазоне дециметровых волн находят применение коаксиальные 
резонаторы, нагруженные на конденсатор (рис. 10.8). Резонансные частоты 
такого резонатора определяют как решения уравнения: 
1p
B
p H
l
Z tg
c C
ω
ω
= .                                              (10.13) 
Здесь ZВ – волновое сопротивление коаксиаль-
ной линии передачи;  
с – скорость света;  
СН – емкость конденсатора, на который 
нагружена линия. 
Если линию передачи свернуть в кольцо, 
го образуется резонатор бегущей волны. Резо-
нанс здесь наблюдается при условии, что длина 
резонатора l равна целому числу длин волн в 
линии, откуда 
( ), 1, 2,3...2p npn l
pi νω Φ == .                                (10.14) 
 
 
10.4. Торовидные резонаторы 
 
В некоторых электронных приборах СВЧ  используют квазистацио-
нарные торовидные резонаторы (см. рис. 10.4); их расчет обычно проводят 
приближенно  [3]. 
Среднюю часть резонатора, образованную двумя параллельными 
дисками, рассматривают как конденсатор с емкостью  
2
a
aC
d
pi
ε= .                                             (10.15) 
Рис. 10.8 Коаксиальный  
резонатор, нагруженный  
на конденсатор 
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Параллельно ему включена индуктивность L, образованная стенками 
резонатора. Для резонатора, изображенного на рис. 10.4: 
ln
2
a
h bL
a
µ
pi
= ,                                           (10.16) 
где  h – высота зазора. 
Таким образом, считается, что квазистационарный торовидный резо-
натор эквивалентен колебательному контуру с резонансной частотой 
2
0 0
1
ln
2
p
ha b
d a
ω
ε µ
=
.                                      (10.17) 
 
Энергия, запасенная в объемном резонаторе любого типа: 
2 2
2 2a a
E HW dV dVε µ= =∫ ∫ ,                              (10.18) 
где  Е и Н − амплитудные значения напряженности электрического и маг-
нитного полей; интегрирование ведется по объему резонатора. 
В частности, для колебаний типов Н101, Н011, Е110 в прямоугольном 
объемном резонаторе: 
2
max
,
8a
EW ablε=
                                        (10.19) 
где  Еmax – максимальная амплитуда напряженности электрического поля 
в резонаторе. 
В цилиндрическом объемном резонаторе энергию, запасенную коле-
баниями различных типов, вычисляют по следующим формулам: 
– колебание типа Е010: 
2 2
max0,423 ;aW E a lε=                                                            (10.20) 
– колебание типа Е011: 
22
01
2 2
max
01
;
4
a E a l l aW
a
νpi
ε
ν
    +    
    =
  
  
  
                             (10.21) 
– колебание типа Н101: 
2 2
max0,316 ;aW E a lε=                                       (10.22) 
– колебание типа Н111: 
2 2
max0,749 aW E a lε= .                                      (10.23) 
 106 
10.5. Добротность объемного резонатора 
 
Добротность объемного резонатора определяют как отношение энер-
гии электромагнитного поля, запасенной в резонаторе, к энергии, теряемой 
за период собственных колебаний: 
2
2
p a
s
S
H dV
Q
R H dSτ
ω µ
=
∫
∫	
.                                      (10.24) 
Для колебаний типа Н111 в прямоугольном резонаторе: 
( )
( ) ( )
2 2
3 3 ,2 2 2
a p
S
abl a lQ
R a l b l a b
µ ω +
=
+ + +
                              (10.25) 
Добротность важнейших типов колебаний в цилиндрическом резона-
торе рассчитывают по формулам: 
– колебание  типа Е010: 
2
a p
S
alQ
R a l
µ ω
=
+
;                                          (10.26) 
– колебания типа Е011: 
;
2 2
a p
S
alQ
R a l
µ ω
=
+
                                         (10.27) 
– колебания типа Н011: 
2
2
2 2
02
;
12
a p a p a
S
a lQ
aR
l a
µ ω ε ω µ
pi µ
=
+
                                    (10.28) 
– колебания типа Н111: 
32 2 2
2
11
11
22
2
11
11
11
.
2 22 1
p
a p
S
a
l
Q
R a a a
l l l
piλ µµµ ω
pi pi
pi µ
µ
    
− +    
     
=
     
+ + −     
      
                   (10.29) 
В формулах (10.24) – (10.29) учитываются лишь потери в металличе-
ских стенках резонаторов. Если резонатор заполнен диэлектриком с поте-
рями, то результирующая добротность: 
1
1
M
Q
Q tgδ
=
+
,                                          (10.30) 
где  MQ  – добротность резонатора, обладающего лишь потерями в металли-
ческих стенках; tgδ  – тангенс угла потерь вещества, заполняющего резонатор. 
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В оптическом и инфракрасном диапазонах применяют открытые ре-
зонаторы, образованные двумя плоскими или сферическими зеркалами. В 
таких резонаторах существуют собственные электромагнитные колебания 
(моды) mnpT , где индексы m, n, означают число вариаций поля в попереч-
ных направлениях, а индекс р – число вариаций поля вдоль оси резонатора. 
Основной является мода 00 pT  [3]. 
Добротность открытых резонаторов определяется потерями в зерка-
лах и дифракционными потерями: 
2
2 1
1p диф
lQ
R
pi
=
λ
− + α
,                                   (10.31) 
где  R – коэффициент отражения от зеркала; дифα  – относительная потеря 
мощности сигнала вследствие дифракции за один проход вдоль резонатора. 
Дифракционные потери характеризуются волновым параметром: 
2 /N a l= λ ,                                            (10.32) 
где  a – радиус зеркала; l – расстояние между зеркалами. 
Благодаря меньшим дифракционным потерям наибольшее распро-
странение получили конфокальные резонаторы, образованные зеркалами, 
радиус, кривизны которых равен длине резонатора. 
При больших N для расчета дифракционных потерь могут быть ис-
пользованы приближенные выражения: 
– для резонатора с плоскими зеркалами: 
30,3диф N
−α ≈ ;                                        (10.33) 
– для резонатора с конфокальными зеркалами: 
4,9410,9 10 Nдифα ≈ ⋅ .                                    (10.34) 
Резонансные частоты колебаний типа Tmnp в конфокальных резонаторах: 
( )1 2 2 ,
4mnp
cf p m n
l
= + + +                                    (10.35) 
где  с – скорость света. 
Поперечное распределение поля основной моды Tmnp в конфокальном 
резонаторе описывается гауссовой функцией: 
2
2
cos ,
r
E Ae ω ϕ
−
=
                                        (10.36) 
где  2 lω λ pi=
 
– на поверхности зеркала. 
Высшие моды конфокального резонатора имеют значительно боль-
шие дифракционные потери, чем основная мода, что приводит к само-
фильтрации основной моды. 
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ГЛАВА 11. ОБЩИЕ ВОПРОСЫ РАСПРОСТРАНЕНИЯ РАДИОВОЛН 
 
11.1. Классификация радиоволн  
по частоте и способам распространения 
 
Для информационного обмена между отправителем и получателем 
используются технические средства преобразования сообщения в сигнал и 
передачи его в канал связи. Таким каналом в радиотехнике является ра-
диолиния, связанная через излучатели и канализирующие устройства с 
преобразователями сигнала. В качестве канализирующего устройства меж-
ду приемным и передающим излучателями (возбудитель, антенна) часто 
служит природная среда – атмосфера, земная поверхность или космиче-
ское пространство. При взаимодействии со средой радиосигналы подвер-
гаются различным возмущениям, вследствие чего изменяются амплитуда 
поля, скорость и направление распространения, искажается структура ра-
диоволны. Поэтому рассмотрение процессов распространения радиоволн 
(РРВ) на естественных трассах связи включает решение следующих задач: 
– по известным параметрам излучаемого сигнала и среды распро-
странения необходимо рассчитать энергетические характеристики линии 
связи и оптимальные условия РРВ; 
– определить возникающие искажения передаваемого сигнала и раз-
работать мероприятия по их уменьшению, найти оптимальные рабочие 
частоты при заданных условиях РРВ. 
Для успешной реализации данных задач необходимо знать как элек-
трические свойства окружающего пространства (трассы связи), так и ос-
новные физические процессы, происходящие при распространении радио-
волн в различных условиях и средах. 
На современном этапе к радиоволнам относят гармонические коле-
бания электромагнитного поля в диапазоне частот от 10–3 до 1016 Гц. В со-
ответствии с особенностями их генерирования, излучения и приема весь 
спектр радиочастот подразделяется на диапазоны, приведенные (с обще-
принятым условным наименованием) в (табл. 11.1). 
Условия РРВ конкретного диапазона частот в значительной степени 
определяются характером радиотрассы [12, 13, 22].  
В однородной среде радиоволны распространяются прямолинейно с 
постоянной скоростью и называются прямыми. Связь прямой волной (лу-
чом) возможна при наличии геометрической видимости между корреспон-
дирующими пунктами и осуществляется на космических или радиорелей-
ных линиях.  
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Таблица 11.1 
Диапазоны радиоволн 
 
№ диа- 
пазона 
Полоса частот 
Наименование 
диапазона частот 
Полоса  
длин волн 
Наименование  
диапазона волн 
1 – 3 3*10 –3 – 3*103 Гц Радиоволны инфра-
звуковых и звуко-
вых частот (СНЧ) 
1011…105 м  
4 
 
3 – 30 кГц Очень низкие 
(ОНЧ) 
100…10 км Мириаметровые или 
сверхдлинные (СДВ) 
5 30 – 300 кГц Низкие (НЧ) 10…1 км Километровые или  
длинные (ДВ) 
6 
 
0,3 – 3 МГц Средние (СЧ) 1…0,1 км Гектометровые или  
средние (СВ) 
7 
 
3 – 30 МГц Высокие (ВЧ) 100…10 м Декаметровые или  
короткие (КВ) 
8* 30 – 300 МГц Очень высокие 
(ОВЧ) 
10…1 м Метровые (МВ) 
9* 
 
0,3 – 3 ГГц Ультравысокие 
(УВЧ) 
1…0,1 м Дециметровые (ДМВ) 
10* 
 
3 – 30 ГГц Сверхвысокие 
(СВЧ) 
10…1 см Сантиметровые (СМВ) 
11 30 – 300 ГГц Крайне высокие 
(КВЧ) 
10…1 мм Миллиметровые (ММВ) 
12 
 
300 – 3000 ГГц Гипервысокие 
(ГВЧ) 
1…0,1 мм Децимиллиметровые 
(ДМВ), субмиллимет-
ровые (СММВ) 
 3 – 3000 ТГц Оптический диа-
пазон 
10 –4…10 –7м Инфракрасные (ИКВ), 
ультрафиолетовые (УФВ) 
* Диапазоны 8 – 10 иногда объединяют термином УКВ (ультракороткие волны). 
 
К однородным средам в первом приближении можно отнести меж-
планетное пространство и частично атмосферу Земли. При расположении 
излучателей вблизи земной поверхности (у границы раздела сред с отли-
чающимися параметрами) радиоволны распространяются вдоль Земли, 
частично огибая ее выпуклость за счет дифракции. Такие волны называют-
ся земными. На всем протяжении трассы связи эти волны испытывают ди-
фракционное ослабление и значительное поглощение, увеличивающееся с 
ростом частоты из-за проникновения электромагнитного поля в подсти-
лающую поверхность.  
Явление дифракции наиболее сильно проявляется в ДВ-, СДВ-
диапазонах, где длина волны соизмерима с размерами неоднородностей 
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земной поверхности, а дальность связи достигает нескольких тысяч кило-
метров. Связь на земной волне осуществляется также в КВ- и УКВ-диапа-
зонах на десятки километров. В этих диапазонах высота установки излуча-
телей соизмерима с длиной волны, поэтому механизм РРВ несколько иной: 
в точке приема присутствует как прямая волна, так и волна, отраженная от 
подстилающей поверхности.  
При поднятых над земной поверхностью излучающих антеннах в 
УКВ-диапазоне процесс РРВ осуществляется в слое тропосферы, свойства 
которой изменяются с высотой и существенно влияют на траекторию луча. 
Сильное влияние на РРВ оказывают верхние области тропосферы, отли-
чающиеся неоднородностью электрических свойств, рассеивающие радио-
волны УКВ диапазона и обеспечивающие дальность связи до 1000 км. Ра-
диоволны, распространяющиеся на большие расстояния в силу рассеяния на 
локальных неоднородностях тропосферы или рефракции и ее волноводного 
действия, называются тропосферными. Рассеяние на неоднородностях тро-
посферы проявляется на волнах короче 10 м, а волноводное распростране-
ние практически возникает в диапазоне частот выше 100 МГц. Однако воз-
никновение условий тропосферно-волноводного распространения носит 
крайне нерегулярный характер и не поддается прогнозированию. 
Выше тропосферы атмосфера характеризуется ионизированным со-
ставом входящих в нее газов с максимальной концентрацией на высоте 
300 – 400 км, благодаря чему обладает способностью отражать (прелом-
лять) радиоволны длиннее 10 м. Являясь электрически неоднородной сре-
дой, ионосфера, как и тропосфера, рассеивает падающие на нее радиовол-
ны метрового диапазона, что позволяет использовать их для связи на даль-
ности до 2000 – 3000 км. Кроме того, при сгорании вторгшихся в атмосфе-
ру Земли метеоров образуются высоко ионизированные следы, также спо-
собные отражать и рассеивать радиоволны. Ионосферными или простран-
ственными волнами называются радиоволны, распространяющиеся на 
большие расстояния и огибающие земной шар в результате однократного 
или многократного их отражения от ионосферы, а также рассеяния на не-
однородностях ионосферы и ионизирующих следах метеоров. 
Выбор способа распространения радиоволн определяется комплек-
сом требований, предъявляемых к радиотракту, его географическим поло-
жением, энергетическими соображениями, воздействием помех и др. Оп-
ределенное влияние на процессы РРВ оказывает шероховатость подсти-
лающей поверхности. Однако на реальных трассах связи основная часть 
энергии электромагнитной волны (ЭМВ) достигает пункта приема за счет 
преобладающего механизма распространения, включающего основные фи-
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зические эффекты переноса – лучевое распространение, рефракцию, неко-
герентное рассеяние, дифракцию, отражение и преломление, интерферен-
цию, поверхностное распространение. 
Лучевое, прямолинейное распространение ЭМВ существует лишь в 
электрически однородной среде и основано на принципе Гюйгенса – Фре-
неля. Примером служит распространение однородной плоской волны в не-
ограниченной изотропной среде. 
Рефракция заключается в искривлении траектории волны в электри-
чески неоднородной среде с плавно изменяющимися параметрами. Это яв-
ление наблюдается при распространении ЭМВ в тропосфере и ионосфере 
Земли. По сравнению с РРВ в свободном пространстве возникает дополни-
тельное затухание радиоволны. 
Некогерентное рассеяние – изменение амплитудно-фазовой и поля-
ризационной структуры ЭМВ, наблюдается при распространении в ло-
кально-неоднородной среде. Важным проявлением механизма некогерент-
ного рассеяния является переход от упорядоченного, направленного пере-
носа энергии волны к неупорядоченному, с различной интенсивностью в 
разных направлениях. В качестве примеров могут служить процессы рас-
сеяния на неоднородностях тропосферы и ионосферы, на гидрометеорах и 
шероховатостях подстилающей поверхности. Ослабление сигнала в точке 
приема за счет рассеяния и переизлучения волны рассчитывается прибли-
женными методами или эмпирически. 
В случае соизмеримости длины ЭМВ и высоты установки излучателя 
над подстилающей поверхностью возникают отражение падающей волны 
и ее интерференция с прямой волной, в результате чего искажается про-
странственная структура поля излучателя. В зависимости от характеристик 
излучателя и параметров подстилающей поверхности эти искажения рас-
считываются с помощью интерференционных формул. 
Дифракция – способность ЭМВ огибать электрически непрозрачные 
препятствия. Наблюдается при падении радиоволн на поверхность, радиус 
кривизны которой значительно больше длины волны. При взаимодействии 
ЭМВ с неидеальными (по электрическим параметрам) объектами расчет 
ослабления поля производится по приближенным соотношениям. 
Поверхностная волна возникает при распространении радиоволн 
вдоль границы раздела двух сред с отличающимися электрическими пара-
метрами. Примером может служить земная волна при связи на короткие 
расстояния. При возбуждении границы раздела со стороны оптически бо-
лее плотной среды возникает боковая волна. 
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11.2. Радиоволны в свободном пространстве 
 
В свободном пространстве радиоволна обладает поперечной струк-
турой: входящие в ее состав взаимосвязанные электрические и магнитные 
поля перпендикулярны друг другу, а также направлению распространения 
и характеризуются векторами напряженностей электрического 
( )cosx mE e E t kzω= −   и магнитного ( )cosy mH e H t kzω= − 
 
полей [22]. 
В вакууме напряженности поля связаны соотношением: 
0
0
0
120m
m
E
z
H
ε
= = = pi
µ
, Ом,                                   (11.1) 
где  90
1 10
36
Ф мε
pi
−
= ; 70 4 10 Гн мµ pi −= ⋅  – электрическая и магнитная посто-
янные, соответственно соотношение (11.1) имеет размерность сопротивле-
ния и носит название волнового сопротивления свободного пространства. 
Векторное произведение ,E H П
→ → → 
=  
 характеризуется вектором Пойн-
тинга, численно равным плотности потока мощности и направленным ор-
тогонально плоскости, в которой лежат векторы E
→
 и H
→
. 
Если источник электромагнитного поля, поме-
щенный в точке А (рис. 11.1), характеризуется мощ-
ностью излучения Р, то для изотропного (ненаправ-
ленного) излучателя плотность потока мощности на 
расстоянии r определяется: 
2/ 4П P rpi= ,                                            (11.2) 
а для гармонической волны: 
1
П=
2 m m
E H .                               (11.3) 
Приравнивая (11.2) и (11.3) с учетом (11.1), определим напряжен-
ность электрического поля на расстоянии r от источника: 
60 /mE P r= .                                          (11.4)  
Для действующего значения напряженности поля / 2mE E∂ =  вы-
ражение (11.4) примет вид: 
30 /E P r∂ = .                                      (11.5) 
Если в качестве излучателя используется направленная антенна, кон-
центрирующая излучение в данном направлении, с коэффициентом на-
правленного действия 
/НА ИИD П П= ,                                         (11.6) 
Рис. 11.1. Поле от  
источника в точке А 
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где  ПHA и ПИИ – плотности потоков мощности, создаваемых направлен-
ным и изотропным излучателями соответственно, то расчетные формулы 
(1.4) и (1.5) примут вид: 
r
PDEm
60
= , В/м,                                    (11.7) 
r
PDEm
30
= .                                           (11.8) 
Как следует из выражений (11.7) и (11.8), коэффициент направленно-
го действия показывает, во сколько раз нужно увеличить мощность, под-
водимую к изотропному излучателю, чтобы он на удалении r создавал та-
кую же напряженность поля, как и направленный излучатель. 
 
 
11.3. Поляризация плоских волн 
 
Электромагнитные волны радиодиапазона, используемые для передачи 
информации, обычно имеют четкую пространственную структуру, они опре-
деленным образом поляризованы (в отличие, например, от солнечного света). 
Ориентация векторов поля относительно направления распространения энер-
гии, а также изменение ориентации векторов во времени и пространстве для 
фиксированной точки наблюдения характеризуют поляризацию волны. Под 
поляризацией ЭМВ следует понимать ориентацию вектора напряженности 
электрического поля Е относительно плоскости падения волны. Если векто-
ры Е и Н распространяющейся волны не изменяют своего положения в про-
странстве, то такая волна называется линейно поляризованной []17, 23. 
Под поляризацией ЭМВ следует понимать ориентацию вектора на-
пряженности электрического поля E  относительно плоскости падения 
волны. Если векторы E  и H  распространяющейся волны не изменяют 
своего положения в пространстве, то такая волна называется линейно по-
ляризованной. Для простейшей, линейно поляризованной волны (напри-
мер, в плоскости X0Z) векторы напряженности электрического и магнитно-
го поля описываются соотношениями: 
exp ( );mxxE e E j t kzω
•
→ → •
= −
 
exp ( );myyH e E j t kzω
•
→ → •
= −                  (11.9) 
где 
2
0
0
0
exp( )
sin ;
4
m
mx
a
I lk jkrE
r
θ
piωε
•
−
=
 
2
0
0
0
exp( )
sin
4
m
my
I lk jkrH
r
θ
pi
•
−
=  – амплитуды векто-
ров поля, сохраняющие постоянное значение в приближении бесконечно ма-
лой величины углов ϕ∆  и θ∆ (рис. 11.2); 1 2( )a ak ω ε µ= – волновое число или по-
стоянная распространения; 2 fω pi=  – круговая частота; f – частота гармониче-
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ского колебания; 0aε ε ε= , 0aµ µ µ=  – 
соответственно абсолютные диэлек-
трическая и магнитная проницаемо-
сти среды РРВ; l – длина вибратора; 
Im – амплитуда тока в вибраторе.  
В случае формирования пло-
ской волны системой ортогональных 
линейно-поляризованных излучате-
лей с токами i1 и i2 между составляю-
щими векторов электрического поля 
могут наблюдаться фазовый сдвиг и 
неравенство амплитуд (рис. 11.3): 
1 2exp ( ), exp ( )x mx y myE E j wk kz E E j wk kzϕ ϕ= − + = − +ɺ ɺ              (11.10) 
Суммарный вектор напряженности электрического поля 
)sinsincos(coscos)( ϕαϕαα ∆⋅−∆⋅+== ∑ myymxx EeEeEtE
ɺ
         (11.11) 
в фиксированной точке А безграничного пространства (рис. 11.3) будет 
смещен относительно оси Х на угол θ , определяемый выражением: 






∆⋅−∆=
mx
my
E
E
tgarctg )sin(cos ϕαϕθ ,                          (11.12) 
где 2 1 2; t kzϕ ϕ ϕ α ω ϕ∆ = − = − + . 
Производя нормировку выражений 
(11.10) )cos( ϕα ∆+=
mx
x
E
E
, )cos(α=
my
y
E
E
, по-
сле несложных преобразований по ис-
ключению параметра а получим уравне-
ние кривой, которую описывает конец 
вектора ( )E t
•
→
 в сечeнии X0Y: 
ϕϕ ∆=∆








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
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EE
EE
E
E
E
E
.                  (11.13) 
Выражение (11.13) представляет собой каноническое уравнение эл-
липса со смещенной на угол ψ  относительно оси X большой осью b. Если 
заданы амплитуды векторов mxE  и myE , а также разность фаз ϕ∆  между ни-
ми, главные полуоси эллипса поляризации a + b и угол наклона ψ  нахо-
дятся по выражениям: 
a + b = E2mx +E2m;                                 (11.14) 














∆=
mx
my
E
E
arctgtgtg 2cos2 ψψ .                                (11.15) 
Рис. 11.3. Система ортогональных  
линейно поляризованных волн 
Рис. 11.2. Фазовый сдвиг  
при  линейно-поляризованной волне 
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Из выражений (11.11) – (11.15) видно, что характер изменения ори-
ентации вектора ( )E tɺ  в пространстве (вид поляризации волны) зависит от 
соотношений амплитуд Emx, Emy и их начальных фаз 21 ,ϕϕ : 
– при piϕ n=∆  конец вектора ( )E tɺ   перемещается вдоль отрезка пря-
мой линии, смещенной относительно оси X на угол )(
mx
my
E
E
arctga = , что 
присуще волне с линейной поляризацией (рис. 11.4, а); 
– при 2/)41( piϕ n+−=∆
 
и равенстве амплитуд Emx = Emy конец вектора E
•
→
 
описывает окружность, вращаясь по часовой стрелке )(; φκωθ +−−=−−= ztaa  
что соответствует правой круговой поляризации волны (рис. 11.4, б); 
– при 2/)41( piϕ n+−=∆ и Emx=Emy угол ϕωθ +−= kzt  смещается против 
часовой стрелки, и волна имеет левую круговую поляризацию. 
Рассмотренные виды поляризации представляют собой предельно вы-
рожденные режимы эллиптически поляризованной плоской волны и свиде-
тельствуют о том, что в линейной 
однородной изотропной среде волна 
с вращающейся поляризацией мо-
жет быть представлена суперпози-
цией линейно поляризованных волн 
и наоборот – в соответствии с прин-
ципом взаимности линейно поляри-
зованную волну можно представить 
в виде ортогонально поляризован-
ных по кругу волн. 
 
 
11.4. Плоская электромагнитная волна в однородной среде 
 
Электрические и магнитные параметры eε , aµ  среды без потерь яв-
ляются вещественными и волновое сопротивление: 
a
a
my
mx
c H
E
H
E
Z
ε
µ
==
⊥
⊥
                                     (11.16) 
является действительной величиной. Мгновенное значение вектора Пой-
тинга ( )П t
→
 и среднее за период срП  значение вектора плотности потока 
мощности определяются соотношениями: 
( ) ( )2, cosm mt E H eE H t kzω ϕ Π = = − +  ;                      (11.17) 
cp z cpeΠ = Π ,                                             (11.18) 
где                        2
0
1 1 1( )
2 2 2
Å
c
ñð m m m
c
ZÏ Ï t dt E H H EÅ Z= = = =∫ .                     (11.19) 
Рис. 11.4. ϕ∆  для а) линейной поляризации  
б) круговой поляризации 
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В свободном пространстве: 
00 , εεµµ == aа , pi120=cZ , 
pipi 1201202
22
∂
=
⋅
=
EE
П mср ,           (11.20) 
где  
2
mEE =∂  – действующее (среднеквадратичное) значение напряженно-
сти электрического поля [22]. 
Фазовая скорость VФ – скорость перемещения фронта ЭМВ, опреде-
ляется из условия равенства нулю производной по времени фазового угла 
t kzϕ ω= −  или неизменности его величины для различных моментов време-
ни и расстояний, откуда kzwtzzktt −=∆+−∆+ )()(ω : 
κ
ω
=
∆
∆
≈
∂
∂
=
t
z
t
zVф .                                       (11.21) 
Длина волны λ  определяется как кратчайшее расстояние вдоль направ-
ления распространения между точками с одинаковой фазой поля (перемеще-
ние фронта волны за период колебаний Т, откуда ( ) ( )t kz t T k zω ω λ− = + − +  и: 
2
ф
T V T
k k
ω piλ = = = .                                   (11.22) 
Скорость переноса энергии монохроматической волны 
2
0,5
2
0,5
( )
0,5
m
c
э z z a a
m a
E
ZПV e e
E
ε µ
ω ε
−
= = =

  
                     (11.23) 
Групповая скорость передачи немонохроматической ЭМВ, Vгр, опреде-
ляется как скорость движения максимума группы волн, составляющих спектр 
передаваемого сигнала. Для небольшой полосы частот 0ω ω∆ ≪  и в при-
ближении линейной зависимости фазовой постоянной от частоты можно запи-
сать условие постоянства фазы при перемещении группового сигнала в виде: 
0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( ) ( )t t k k z z t k k zω ω ω ω+ ∆ + ∆ − + ∆ + ∆ = + ∆ − + ∆ , 
откуда                       гр
zV
t k
ω∆ ∆
≈ =
∆ ∆
 
или гр
vV
k
∂
=
∂                                    (11.24)  
где 
k
ω∂
∂
производная при 0ω ω= , 0k k= . 
Из выражений (11.21), (11.23), (11.24) видно, что в среде без потерь 
фазовая и групповая скорости равны между собой: 
1
2( )ф гр a aV V ε µ
−
= =
                                       (11.25) 
В среде с конечной проводимостью часть энергии электромагнитно-
го поля превращается в тепловую из-за возникающих токов проводимости. 
Диэлектрическая  проницаемость среды имеет комплексный характер: 
(1 )a
a
j δε = ε − ωεɺ , 
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а волновое число состоит из вещественной и мнимой частей: 
1
2( )
a
k jω ε µ α β= = −ɺ ,                                            (11.26)  
где 
1/ 2
20,5 ( 1 ( / ) 1)a a a α = ω µ ε + δ ωε +    – фазовая постоянная;  
1/ 2
20,5 ( 1 ( / ) 1)a a a β = ω µ ε + δ ωε −    – коэффициент затухания;  
σ  – удельная электропроводность среды. 
В процессе распространения ЭМВ амплитуда векторов поля убывает 
по экспоненциальному закону 0( ) exp( )E z E zβ
•
= − , ослабевая в e раз на рас-
стоянии 1δ β −= , называемом глубиной проникновения поля в среду. Волно-
вое сопротивление среды становится комплексным: 
1
2( ) cos exp( )ac c
a
Z Z jµ δ ωε= =ɺ ,                          (11.27) 
где ( )
a
arctg δδ ωε= 2
δϕ =
 – аргумент волнового сопротивления среды; 
1
2
0
r
C
r
Z Z µ ε
 
=  
 
 – волновое сопротивление среды без учета потерь; ,r rε µ  – 
вещественные части относительной диэлектрической и магнитной прони-
цаемостей среды РРВ. 
Из (11.27) видно, что между мгновенными значениями векторов на-
пряженности поля наблюдается фазовый сдвиг ϕ  (рис. 11.5). Для немаг-
нитных сред с rµ = 1 соотношения для коэффициентов затухания и фазы 
можно упростить и привести к виду 
( ) 12202 0,5 (60 )r rpiα ε ε σλλ  = + +                           (11.28) 
( ) 12202 0,5 (60 )r rpiβ ε σλ ελ  = + −    
На основании (11.28) для фазовой скорости получим выражение  
1/ 2
2
0 00,5 ( 1 (60 / ) 1)ф a aV
−ω  
= µ ε + σλ ε +
  α
,                 (11.29) 
где  0λ  – длина волны в свободном пространстве; 0V  – фазовая скорость в 
среде без потерь (определяется из (11.21)). 
Из выражений (11.26) – (11.29) следует, что в средах с конечной про-
водимостью фазовая скорость, коэффициенты затухания и фазы, характе-
ристическое сопротивление зависят не только от параметров ,rε δ , но и от 
рабочей длины волны. Плоские электромагнитные волны различных час-
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тот (с широким спектром частот 
передаваемой информации) при 
распространении в средах с поте-
рями имеют разные фазовые ско-
рости и испытывают различную 
степень поглощения. Среды, в ко-
торых наблюдается такое явление, 
называются диспергирующими, а 
сам эффект частотной зависимости 
параметров среды – дисперсией. 
Явление дисперсии наблюдается и у других параметров плоской волны в 
среде с потерями. Так, в процессе переноса энергии возникают реактивные 
потоки, из-за чего экспоненциально убывает величина средней за период 
плотности потока мощности: 
2 2
0 0 exp( 2 )Re[ ]
2 2 cos cos(0,5 )ср z c c
E E z
П П
Z Z
β
δ δ
−
= = =
ɺ
ɺ
,                      (11.30) 
Кроме этого, уменьшается длина волны, так как ее значение опреде-
ляется действительной частью комплексного коэффициента распростране-
ния ( )kα >
 
при t T∆ =
 
и z λδ∆ =  из выражения (11.22): 
( ) 122 20 02 0,5 (60 )r rpiλδ λ ε σλ εα  = = + +   .                       (11.31) 
Таким образом, между режимами распространения плоских электро-
магнитных волн в идеальном диэлектрике и реальной полупроводящей 
средой имеются существенные отличия. В хорошем диэлектрике плот-
ность тока смещения больше плотности тока проводимости, поэтому в вы-
ражении (9.26) отношение 1
a
σ
ωε ≪  и величина: 
22 11 1
2a a
σσ
ωε ωε
  + ≈ +   
   
                                 (11.32) 
и в процессе распространения наблюдается слабое поглощение энергии 
( 0,5 )cZβ σ≈ , уменьшается фазовая скорость ( )kα ≥  и существует неболь-
шой фазовый сдвиг между векторами поля. 
В средах с ярко выраженными проводящими свойствами aσ ωε≫
 
ко-
эффициенты затухания и фазы плоской волны отличаются незначительно 
1 / 2( )2a
ωµ
α ≈ β ≈ σ . При этом комплексное волновое сопротивление прово-
дящей среды определяется соотношением: 
1 / 2
1 (1 )( / ) 2
j a a
c
a a
Z Z e jj
ϕ µ ωµ 
= ≈ + = +ε − σ ωε σ  
ɺ
          (11.33) 
Рис. 11.5. фазовый сдвиг между мгновенными 
значениями векторов напряженности поля 
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Аргумент волнового сопротивления при σ → ∞ : 
601 arctg2 2 r
δ λσϕ = = ε
                                
(11.34) 
достигает в пределе величины π/4.  
Малая величина волнового сопротивления, характерная для прово-
дящих сред, указывает на преобладание в них магнитного поля. В средах 
со слабой дисперсией групповая скорость равна скорости распространения 
энергии волны, а поверхность равных фаз перемещается со скоростью 
V ω αΦ = , откуда несложно получить соотношение между групповой и фа-
зовой скоростями: 
1(1 )Фгр Ф VV V −∂∂ω= = − α∂α ∂ω
                               
(11.35) 
Режиму нормальной дисперсии соответствует убывание фазовой скоро-
сти с ростом рабочей частоты. В противном случае наблюдается аномальная 
дисперсия. При распространении плоских электромагнитных волн в про-
водящих средах, диэлектриках с большими потерями и других сильно диспер-
гирующих средах групповая скорость волны теряет физический смысл из-за 
сильных искажений спектра частот передаваемого сигнала. 
Среды, в которых параметры  ε , µ  и
 
σ   зависят от направления поля 
электромагнитной волны, называют анизотропными. 
Наибольший практический интерес в процессе взаимодействия элек-
тромагнитных волн с анизотропными средами представляет физическая 
сущность анизотропии параметров, которую можно рассмотреть с позиции 
классической механики (в самом простейшем приближении) на примере 
ферритов или ионизированного газа в постоянном магнитном поле. Нали-
чие на одной из оболочек атомов феррита электронов с некомпенсирован-
ным спиновым моментом приводит к тому, что в подмагничивающем поле 
спиновые магнитные моменты М стремятся ориентироваться вдоль сило-
вых линий (рис. 11.6). Однако воздействие механического момента (элек-
трон – вращающаяся корпускулярная час-
тица) вызывает явление, аналогичное эф-
фекту гироскопа в поле силы тяжести, и 
спиновые моменты прецессируют вокруг 
направления подмагничивающего поля 0H
→
 
с частотой 0 0
e
eH
m
µ
ω =
 (e, me заряд и масса 
электрона соответственно), образуя при 
этом правовинтовую систему. В реальных 
ферромагнитных средах с потерями конец 
Рис. 11.6. Ориентация спиновых  
магнитных моментов 
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вектора магнитного момента M  движется по свертывающейся спирали, но 
при воздействии слабого внешнего гармонического поля возникает «вы-
нужденная» прецессия. 
Представляя вектор M
→
 в виде суммы продольной 0M
→
и поперечной M⊥
ɺ
 
компонент, а прецессирующую поперечную компоненту – как циркулярно-
поляризованную (выражение (9.11)) x yM M jM
• • •
→ → →
⊥ = + , видим, что отклик сре-
ды на внешнее воздействие с одной составляющей, например xH
•
→
, будет со-
держать две компоненты: 
0 0( )x x x y yB e H M je Mµ µ= + +
  ɺ ɺ ɺ
.                         (11.36) 
Аналогичные процессы наблюдаются в замагниченной плазме. Если 
под действием гармонической составляющей xE
•
 внешней волны в посто-
янном магнитном поле 0 0zH e H
→ →
=  движется со скоростью V⊥  электрон, на 
него, наряду с электрической  yF e E
• •
→ →
= ,  будет также  действовать  магнит-
ная сила Лоренца 0,MF e V Hµ
•
→ → →
⊥
 
=   
, изменяющая направление движения 
(рис. 11.7). Результирующая траектория движения электрона будет пред-
ставлять собой эллипс в перпендикулярной 0H   плоскости, а направление 
движения образует с вектором подмагничивания правовинтовую систему. 
Как и в случае магнитной анизотропии, поперечную компоненту вектора 
поляризации P
→
⊥
 
представляем суммой ортогональных составляющих 
x x y yP e P je P
→ → →
⊥ = + , и при воздействии внешней электромагнитной волны с од-
ной компонентой электрического поля. 
Резонансные свойства эффекта взаи-
модействия электромагнитных волн с анизо-
тропной средой наиболее четко проявятся 
при совпадении вида поляризации волны с 
направлением вращения векторов M
→
⊥  и P
→
⊥ , 
а также частот прецессии и внешнего воз-
действия. Однако сложность структуры по-
ля распространяющейся в анизотропной 
среде электромагнитной волны затрудняет 
физическое описание механизма взаимо-
действия. 
Рис. 11.7. Действие  силы Лоренца 
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ГЛАВА 12. РАСПРОСТРАНЕНИЕ РАДИОВОЛН  
В ОГРАНИЧЕННЫХ СРЕДАХ 
 
12.1. Приближенные методы решения граничных задач РРВ 
 
Наличие в среде локальной неоднородности с отличающимися пара-
метрами вызывает в общем случае изменение характеристик направления 
распространения электромагнитных волн. Взаимодействие гармонического 
поля с такой неоднородностью возбуждает в ней вынужденные колебания 
свободных и связанных зарядов с частотой вынуждающей силы и приво-
дит к возникновению вторичного поля (рассеянная или отраженная волна) 
c той же частотой колебаний. Часть энергии падающей волны переходит в 
объем неоднородности, образуя поле преломленной (прошедшей) волны. 
Результирующее или полное поле вне области неоднородности представ-
ляет собой векторную сумму первичного и рассеянного полей, изменяя 
первоначальное направление передачи энергии. Описанный процесс взаи-
модействия справедлив лишь в идеальном случае бесконечно большого 
расстояния от излучателя до неоднородности, когда вторичная волна не 
вызывает перераспределения токов и зарядов источника первичной волны. 
Совокупность явлений, происходящих при взаимодействии электро-
магнитных волн с неоднородностью (объектом), имеющей отличающиеся 
от окружающей среды параметры, называется дифракцией волн. Под явле-
нием дифракции обычно понимается поведение волн в некоторой области, 
имеющей границу раздела сред. Сущность решения дифракционных (крае-
вых, граничных) задач заключается в определении частичных (рассеянных, 
преломленных) полей по заданному первичному, однако практический ин-
терес представляет дифракционное (результирующее) поле. Так как точ-
ные решения дифракционных задач, достаточно строго соответствующие 
физической модели, удается получить лишь в случае простой формы гра-
ничных поверхностей, широкое применение находят приближенные ана-
литические методы [15, 22]. 
Если характерный размер неоднородной области значительно мень-
ше длины волны, уравнения Гельмгольца приближенно переходят в урав-
нения Пуассона и полученное решение дифракционной задачи называют 
квазистатическим (в длинноволновом приближении). 
Когда размеры объекта и радиусы кривизны его поверхности велики 
по сравнению с длиной волны, приближенные решения задачи называют 
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квазиоптическими (в коротковолновом приближении). Из квазиоптических 
методов наибольшее применение нашли лучевые и волновые. 
Лучевые методы включают геометрическую оптику, геометрическую 
теорию дифракции, метод параболического уравнения, комплексную гео-
метрическую оптику. 
Волновой подход связан с методом физической оптики (приближение 
Гюйгенса – Кирхгофа) и уточняет метод краевых волн. Большое значение 
приобретают также численные методы решения задач дифракции, при ис-
пользовании которых математические модели процессов взаимодействия 
электромагнитных волн с локальными неоднородностями реализуются в 
виде комплекса программ и алгоритмов для вычислительных машин. 
Приближение геометрической оптики хорошо согласуется с физиче-
скими представлениями о поле: в однородной среде распространение элек-
тромагнитной волны происходит прямолинейно (вдоль луча), а плотность 
энергии определяется законом сохранения потока энергии в заданном объ-
еме, следствием которого является отсутствие обмена энергий между «лу-
чевыми трубками», в том числе и соседними. Предполагается поэтому, что 
отражение соседних лучей происходит независимо друг от друга, а семей-
ства падающих, отраженных и преломленных лучей лежат в одной плоско-
сти – локальной плоскости падения. 
Метод физической оптики основан на принципе Гюйгенса – Френеля – 
замене волновой поверхности системой вторичных источников сфериче-
ской волны, интенсивность которых определяется составляющими поля 
падающей электромагнитной волны на освещенной стороне объекта и при-
нимается равной нулю на теневой. Строго говоря, на неосвещенной сторо-
не также существуют вторичные источники излучения за счет затекающих 
поверхностных токов, но их влиянием, как правило, пренебрегают при 
больших размерах тела по сравнению с длиной волны первичного излуча-
теля. Это приводит к существенным погрешностям решения дифракцион-
ной задачи, так как при отсутствии тока на неосвещенной поверхности 
объекта влияние ее формы, кривизны и протяженности не сказывается на 
результирующем поле в области тени. Способ задания поверхностных то-
ков свидетельствует о сходстве методов физической и геометрической оп-
тики. Однако предпосылкой метода физической оптики является незави-
симость токов, возбуждаемых в разных точках поверхности объекта, что 
позволяет учесть волновую природу электромагнитного поля и получить 
отличный от нуля результат в области геометрической тени. 
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12.2. Пространство, эффективно участвующее  
в процессе распространения радиоволн 
 
При распространении электромагнитной волны от источника к при-
емнику необходимо оценить размеры области пространства, в которой со-
средоточена основная доля передаваемой энергии и которая оказывает су-
щественное влияние на процессы распространения [17, 19, 20, 21, 22]. 
В рамках метода геометрической оптики считается, что эта область 
вырождается в линию, которая называется лучом. Очевидно, что энергия 
волны не может распространяться вдоль тончайшей ниточки, соединяю-
щей терминальные точки (точки приема и передачи). 
Для выяснения формы и размеров существенной области воспользу-
емся принципом Гюйгенса, который гласит: каждая точка, лежащая на по-
верхности фронта распространяющейся волны, возбужденной первичным 
источником, является источником вторичных сферических волн. Новое 
положение фронта распространяющейся волны в пространстве есть оги-
бающая суперпозиции вторичных сферических волн. 
Более общей и строгой является формулировка принципа Гюйгенса в 
виде формулы Кирхгофа (рис. 12.1): 
                               (12.1) 
где  dS представляет собой элемент поверхности фронта распространяю-
щейся волны, sψ  выражает составляющую электрического или магнитно-
го поля в этой точке.  
Из выражения (12.1) следует, что для оп-
ределения поля в точке М необходимо знать не 
только значения sψ  на поверхности S, но и 
значения производной от sψ  по внешней нор-
мали к этой поверхности. 
Зная при известной мощности излучателя 
в точке А значения sψ  и  s
d
dn
ψ
 
на поверхности 
S, можно по формуле (12.1) вычислить поле в 
точке М. Принцип Гюйгенса позволяет опреде-
лить ту область пространства между точками А 
Рис. 12.1 Суперпозиция  
вторичных сферичных волн 
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и В (рис. 12.2, а), которая существенно участвует в переносе энергии. Про-
ведем для этого из точки А, как из центра, сферу S радиусом l1, которая  
в свободном пространстве будет представлять собой поверхность фрон-
та волны. 
Для определения зон Френеля, способ построения которых показан 
на рис. 12.2, проведем из точки В семейство прямых, пересекающих по-
верхность сферы в точках, удаленных от В на расстояние (l2 +λ /2). Это се-
мейство образует коническую поверхность, пересекающую плоскость ри-
сунка по прямым BN1 и BN’. Аналогичным образом строятся конические 
поверхности высших порядков, для которых BN2 = BN'2 = l2 + 2λ /2 и во-
обще BNn = BN'n = l2 + nλ /2. 
Пересечения конической поверхности со сферой образуют на ее по-
верхности систему концентрических окружностей. Вид на эти окружности 
со стороны точки В показан на (рис. 12.2, б). Участки, заключенные между 
соседними окружностями, получили название зон Френеля. Первая зона 
Френеля представляет собой часть сферы, ограниченную окружностью, а 
зоны высших порядков имеют форму колец. 
Воображаемые источники вторичных волн (так называемые вирту-
альные источники), расположенные в пределах первой зоны, характеризу-
ются тем, что создаваемые ими фазы колебаний в точке В отличаются от 
фазы, создаваемой центральным виртуальным излучателем в точке N0, не 
более чем на pi , так как разность хода в 2λ   соответствует сдвигу фазы 
на 180°. Фаза колебаний, создаваемых виртуальными излучателями второй 
зоны, отличается от фазы колебаний источника N0 на величину от pi
 
до 2 pi . 
Можно показать, что, в целом, колебания, создаваемые виртуальными ис-
точниками второй зоны, стремятся частично скомпенсировать действие 
излучателей первой зоны. На рис. (12.2, б) это обстоятельство условно от-
мечено тем, что нечетные зоны маркируются знаком «+», а четные – зна-
ком «–». В курсе физической оптики показано, что действие излучателей, 
расположенных в смежных зонах высших порядков, взаимно компенсиру-
ются, притом тем полнее, чем выше порядковый номер смежных зон. В ре-
зультате такой попарной нейтрализации действие излучателей всех зон эк-
вивалентно действию примерно половины излучателей первой зоны. Та-
ким образом, первая зона Френеля и ограничивает область пространства, 
существенно участвующую в передаче энергии. 
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а        б 
 
Рис. 12.2. а) области участвующие в переносе энергии,  б) зоны Френеля 
 
Для определения радиусов зон Френеля воспользуемся рис. 12.3. По 
определению: 
AN1 = AN’ = r1; BN1 = BN1' = r"1; An = AN’n' = rn’; BNn = BNn'= rn"; 
1 2 1 2' " ;2l lr r λ+ = + +                                       (12.2) 
1 2' " ;2n n l lr r λ+ = + +  
Из треугольников ANnN0 и BNnN0: 
2 2 2 2
1 2' ; "n n n n n nAN r l b BN r l b= = + = = +                       (12.3) 
 
 
 
Рис. 12.3. Радиусы зон Френеля 
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Учитывая, что bn << l1; bn << l2, выражение (12.3) можно преобразо-
вать, используя бином Ньютона: 
2 2
1 12
1 1
' 1 ;
2
n n
n
b b
r l l
l l
= + ≈ +
 
2 2
2 22
2 2
" 1 ;
2
n n
n
b b
r l l
l l
= + ≈ +
                                  (12.4) 
Подставляя эти значения в (12.2), получим: 
2 2
1 2 1 2
1 2
.22 2
n nb bl l n
l l l l
λ+ + + ≈ + +                                       (12.5) 
Откуда несложно определить радиус зоны Френеля: 
1 2
1 2
.
n
nl lb
l l
λ
=
+
                                                      (12.6) 
Из формулы (12.6) следует, что радиус зоны Френеля определяется 
произведением l1 и l2, что можно интерпретировать как площадь прямо-
угольника при заданном значении полупериметра l1 + l2 = const. В этом 
случае максимальной площадью обладает квадрат, то есть l1 = l2. Следователь-
но, максимальный радиус соответствующей зоны Френеля расположен по се-
редине трассы. Так как по определению сумма 1 2' " 2n nr r n constl l λ+ ≈ + + = = const ха-
рактеризует геометрическое место точек, сумма расстояний которых есть 
величина постоянная, и область на плоскости представляет собой эллипс, 
то существенная для передачи энергии область пространства имеет форму 
эллипсоида вращения, ограниченного несколькими (обычно 5 – 7) про-
странственными зонами Френеля. Как следует из (12.6), радиус сущест-
венной области при РРВ зависит от длины волны: с ее укорочением он 
уменьшается. Поэтому при переходе в оптический диапазон эллипсоид 
становится узким и вытянутым и напоминает «луч». Такое представление 
о луче лежит в основе метода геометрической оптики. 
Общий вывод заключается в том, что если в месте приема необходи-
мо получить поле такой же величины, как в свободном пространстве, то на 
всем пути РРВ в первую зону Френеля не должны попадать препятствия и 
сторонние объекты. 
В реальных каналах связи встречаются неоднородные включения в 
виде клиновидных, резко выраженных выступающих препятствий (горные 
хребты, ограды, здания и т.д.), частично перекрывающие существенную 
зону. При наличии таких препятствий процессы распространения подобны 
дифракции на непрозрачном экране Q (рис. 12.4), и их исследование может 
 127 
быть проведено с помощью вторичных ис-
точников излучения, расположенных на 
плоской поверхности. 
При наличии на трассе РРВ (линия AB, 
рис. 12.4) экрана Q напряженность поля в 
точке B будет зависеть от расстояния  
AB = l1 + l2, от места расположения его на 
трассе РРВ и от радиуса отверстия b в нем. 
Если оставить l2 = const  и мысленно уве-
личивать b, начиная с нулевого значения, 
то напряженность поля Е в точке B будет изменяться, претерпевая осцил-
ляции, согласующиеся с последовательным открытием зон Френеля. Ос-
циллирующий характер зависимости дифракционного поля от радиуса от-
верстия в экране объясняется изменением разности фаз полей источников 
Гюйгенса в точке B. Явление дифракции принято характеризовать дифрак-
ционным множителем, который определяется как: 
0/F E E=ɺ ,                                              (12.7) 
где  E0 – напряженность поля в точке B при b→ ∞  (отсутствие экрана Q).  
Зависимость модуля дифракционного множителя от площади отвер-
стия в экране показана на рис. 12.5. 
 
Рис. 12.5. Зависимость модуля дифракционного множителя  
от площади отверстия в экране 
 
Если менять расстояние от точки приема до экрана (l2), сохраняя не-
изменным расстояние AB = l1+l2, то, согласно (12.6), радиусы зон Френеля 
будут изменяться. Огибающие, соединяющие концы радиусов зон Френеля 
с одинаковыми порядковыми номерами, но в разных сечениях, на плоско-
сти чертежа образуют систему конфокальных эллипсов с фокусами в точ-
ках передачи и приема (рис. 12.6), так как 1 2 1 2 1 2' " 2n n n nr r r r nl l λ+ = + = + +  и  
Рис. 12.4 Дифракция  
на непрозрачном экране 
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n = const. В пространстве для каждой зоны Френеля получаются эллипсои-
ды вращения, образованные вращением эллипса вокруг линии термина-
ла AB. Амплитуда осцилляций с ростом относительной площади отверстия 
в экране S/SF убывает (см. рис. 12.5). Объясняется это тем, что для более 
удаленных от центра отверстия элементов Гюйгенса амплитуды волн 
уменьшаются из-за направленности их излучения и увеличения расстояний 
r1n и r2n. При n = 8...12 амплитуда осцилляций становится менее 20 %. От-
верстие такого радиуса характеризует размер области пространства су-
щественной при РРВ. 
 
Рис. 12.6. Система конфокальных эллипсов 
 
Помимо существенной области используется понятие минимальной 
зоны, определяемой как отверстие минимальной площади, при котором 
F = 1. Это условие выполняется при n = 1/3 (см. рис. 12.5). Существенная 
область пространства при РРВ в однородной среде представляет собой эл-
липсоид вращения с фокусами в точках передачи и приема, являющийся 
геометрическим местом точек, для которых выполняется условие: 
max (4...6)r ADB AB λ∆ = − = .                                 (12.8) 
Минимальная область пространства представляет собой эллипсоид 
вращения, конфокальный эллипсоиду существенной области, и является 
геометрическим местом точек, для которых: 
min
1
.
6
r ADB AB λ∆ = − =
                                     (12.9) 
В реальных условиях расстояние AB всегда много больше λ  и эллип-
соиды оказываются сильно вытянутыми. В пределе, когда 0λ → , они вы-
рождаются в прямые линии, что соответствует представлениям геометри-
ческой оптики. 
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ГЛАВА 13. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЗЕМНЫХ РАДИОВОЛН 
 
13.1. Распространение радиоволн  
над плоской подстилающей поверхностью 
 
Под термином «земная волна» следует понимать суперпозицию по 
крайней мере трех электромагнитных волн: прямой волны, отраженной от 
подстилающей поверхности волны и поверхностной волны [22]. 
Механизм распространения земных радиоволн в целом достаточно 
сложен как с точки зрения наблюдаемых физических явлений, так и с точки 
зрения математического аппарата, описывающего эти явления. Сложность 
обусловлена влиянием множества различных факторов: высоты установки 
антенн над поверхностью земли, электромагнитных параметров подсти-
лающей поверхности, вида поляризации волны, длины рабочей волны, кри-
визны поверхности земли, расстояния между приемником и передатчиком, 
неровностей поверхности, а также ее электрической однородности. 
Наиболее простым с точки зрения математической формулировки 
задачи является случай РРВ на сравнительно небольшие расстояния между 
приемной и передающей антеннами. При этом кривизной земли можно 
пренебречь и считать, что РРВ происходит над плоской, идеально гладкой 
полупроводящей поверхностью. 
Для указанной модели характерны три основных случая: поднятых 
антенн; низко расположенных антенн; когда антенны нельзя считать под-
нятыми или низко расположенными. 
Под термином поднятая антенна следует понимать антенну, высота 
установки которой над подстилающей поверхностью h по крайней мере в 
несколько раз превышает длину рабочей волны h ≥ (3...5)λ . Следует отме-
тить, что к категории поднятых антенн не относятся антенны, высоко под-
нятые над поверхностью земли и питаемые излучающими снижениями. 
Практически поднятые антенны встречаются только в диапазоне декамет-
ровых и более коротких волн. 
В случае поднятых (рис. 13.1) антенн строгое решение задачи взаи-
модействия ЭМВ с граничной поверхностью при наклонном падении на 
среду с произвольными параметрами может быть получено с помощью 
уравнений Максвелла. Для идеального проводника удобнее воспользовать-
ся методом зеркального изображения, сущность которого заключается в 
замене проводящей поверхности эквивалентным вибратором, представ-
ляющим собой зеркальное отображение реального излучателя с противо-
фазным зарядом. Такая замена сохраняет неизменными граничные условия 
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на плоскости симметрии, проходящей перпендикулярно кратчайшему рас-
стоянию от излучателя до его зеркального изображения, ибо составляющие 
суммарного поля будут такими же, как и на проводящей поверхности при 
излучении реальных источников (рис. 13.1, а). На основании теоремы 
единственности решения задач электродинамики поле вибратора в полу-
пространстве V0 (рис. 13.1, б) над идеальной проводящей поверхностью 
однозначно определяется излучением реального вибратора (В) и его зер-
кального изображения (В') по известным соотношениям электромагнитным 
параметрам среды и излучателя. Если подстилающая поверхность отлична 
от идеального проводника, часть энергии излучения проникает во вторую 
среду с преломленной волной, модуль коэффициента отражения становит-
ся меньше единицы и применение метода зеркальных отображений дает 
значительные погрешности. В этом случае используется приближенный, 
так называемый отражательный метод расчета, согласно которому напря-
женность поля зеркального источника определяется умножением амплиту-
ды реального излучателя на коэффициент отражения Френеля. 
 
Рис. 13.1. Поднятые антенны: а) реальный излучатель, б) эквивалентный излучатель 
 
При выводе коэффициентов Френеля предполагалось, что граница 
раздела сред является идеально гладкой и в формировании поля отражен-
ной волны участвует безграничная поверхность. Однако реальная подсти-
лающая поверхность имеет неровности (шероховатости) и неоднородные 
включения. Поэтому возникает необходимость выделить участок отра-
жающей поверхности, наиболее эффективно влияющий на волновые про-
цессы при наклонном падении пространственно ограниченной волны (луча 
В0 на рис. 13.1, а). Границы указанной области подстилающей поверхно-
сти, называемой существенной зоной при отражении радиоволн, могут 
быть определены при рассмотрении вторичных источников излучения. 
При таком подходе к решению задачи размеры участка Sc определяются 
геометрией области пространства, существенной для РРВ (рис. 13.2). В се-
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чении эллипсоида вращения с фокусами в точках А и В' граничной плоско-
сти Sn образуется эллипс, параметры которого можно аналитически опре-
делить из уравнений границ зон Френеля на отражающей поверхности или 
совместного решения уравнений эллипсоида вращения и границы раздела 
сред. По приближенным оценкам максимальная величина малой полуоси 
эллипса (bn/2) не превышает радиус соответствующей зоны Френеля (отре-
зок СF на рис. 13.2), а размер большой полуоси определяется из треуголь-
ника CDF, в котором при 1 2 0,h h R≪  можно спрямить линию DF, тогда: 
1
2
0
max ;
sinn
n Rb λ
θ
 
≈  
 
                                          (13.1)  
1
2
0 0
0 0
;
cos ( )sin
n
n n
b n r
a b
r
λ ρ
θ ρ θ
 
≈ ≈  
+ 
 
при h1 = h2. На реальных трассах РРВ 
условие h1, h2 << R0 обычно вы-
полняется, длина линии связи значи-
тельно превышает высоты установки 
излучателей. Поэтому существенная 
зона при отражении сильно вытянута 
вдоль направления распространения, 
а ее центр С совпадает с геомет-
рической точкой С только при равен-
стве высот h1 = h2 (рис. 13.2) и сме-
щен в сторону корреспондента с боль-
шей высотой антенны, если h1 ≠ h2. 
 
Рис. 13.2. Существенные зоны  
при отражении радиоволн 
В общем виде (h1 ≠  h2) размеры отражающего участка могут быть 
определены по формулам: 
1
2
0 0 1 2
0 2
0 1 2
( 4 )
;
( )n
n R n R h h
a
n R h h
 λ λ +
= ρ  λ + + 
 
1
2
0 0 1 2
2
0 1 2
( 4 )1
;
2 ( )n
n R n R h hb
n R h h
λ λ
λ
 +
=  
+ + 
                                (13.2) 
2 1
0 2
1 2
1 2
0
;
( )2( ) 1
n
h h
c R
h hh h
n Rλ
−
=
 +
+ + 
 
 
Шероховатость поверхности существенной зоны при отражении вы-
зывает рассеяние падающей волны и уменьшение напряженности поля в 
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зеркальном отражении. Допустимые размеры неровностей подстилающей 
поверхности, при которых зеркальное отражение значительно преобладает 
над диффузным рассеянием, определяются соотношением длины волны и 
перепада высот рельефа отражающей границы. Процесс отражения пло-
ской волны при наклонном падении на шероховатую поверхность с мак-
симальной высотой неровностей hmax можно представить распространени-
ем двух лучей (рис. 13.3). 
 
Рис. 13.3. Отражение плоской волны  
при падении на наклонную поверхность 
Часть мощности падающей 
волны отражается от верхней гра-
ницы шероховатости (луч АI), а 
другая часть – от нижней (луч АII). 
Отражение от негладкой поверх-
ности принято считать зеркаль-
ным, если фазовый сдвиг разно-
сти хода лучей I, II не превышает 
(45 – 90)°. Из треугольника С0F 
находим разность хода лучей 
 
 
∆ l = 2hmax cosθ , откуда определяем условие зеркальности отражения: 
max
max
4 cos
... ;
2 4 (8...16) cos
h hpi θ pi pi λϕ λ θ∆ = < ≤
.                     (13.3) 
Требования к допустимой высоте неровностей h, в соответствии с 
критерием Рэлея, определяемым соотношением (13.3), снижаются при 
увеличении длины трассы связи (пологое падение волны) и уменьшении 
рабочей частоты. Если высота неровностей существенной зоны не удовле-
творяет критерию Релея, отражение падающей волны будет полудиффуз-
ным или полурассеянным и амплитуду поля в зеркальном направлении 
можно определить с помощью эффективного коэффициента отражения  
Rэ = Rikш, где kш – коэффициент влияния шероховатости подстилающей 
поверхности; Ri – коэффициент отражения от гладкой границы раздела 
двух сред. Интенсивность отраженной волны подчиняется закону Ламбер-
та при наклонном падении на матовую поверхность (случай диффузного 
отражения). При этом величина kш = (cosθ )1/2, и когда выполняется крите-
рий Рэлея, его значение составляет не менее 0,87. Количественная оценка 
ослабления отраженного луча от крупных неровностей производится по 
методу Кирхгофа, от мелких – по методу возмущений при использовании 
статистических и экспериментальных данных. 
При заданной ориентации излучателя относительно подстилающей 
поверхности и известных его характеристиках результирующее поле в 
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точке наблюдения определяется алгебраическим суммированием только в 
случае горизонтальной поляризации падающей волны, а для вертикальной  
напряженность поля прямой и отраженной волн необходимо складывать 
геометрически. Если вибратор расположен на высоте h1 и излучает в на-
правлении n, а точка наблюдения А находится на высоте h2 от граничной 
плоскости (рис. 13.4), амплитудные значения напряженности поля прямой E1 
и отраженной E2 волн в соответствии с выражением (11.7) имеют вид: 
1 2
.
1 1 1
1
(60 ) ( ) exp( )PDE F jkr
r
θ= −
 
1 2
. .
2 2 2
2
(60 ) ( )exp( ) i
PDE F jkr R
r
θ= − ,                                 (13.4) 
где  Ri = |Ri|exp( ijϕ ) – коэффициент отражения для заданного вида поля-
ризации падающей волны; 1 2( ), ( )F Fθ θ  – функции направленности антенны 
для углов 1θ  и 2θ  соответственно. 
Учитывая значительное пре-
вышение расстояния r1 до точки на-
блюдения над высотой подвеса из-
лучателя h1, можно в амплитудных 
множителях выражения (13.4) при-
ближенно принять r1 ≈  r2 ≈ R0, а 
также считать параллельными пря-
мой и отраженный лучи (ВА ||0А, 
∠ BB'C θ≈ ). 
Независимо от вида поляриза-
ции (в принятом приближении) ре-
зультирующее поле можно предста-
вить соотношением: 
 
 
Рис. 13.4. Расположение вибратора  
и наблюдателя относительно  
области падения волны 
.
.
1 2 2
1
1
( )( ) (60 ) exp( ) 1 exp( )( )i
FFE PD jkr R jk r
r F
θθ
θΣ
 
= − + − ∆ 
 
                (13.5) 
где  
.
1 2
1
( ) (60 ) exp( ) mF PD jkr E
r
θ
− =  – амплитудное значение напряженности по-
ля излучателя в свободном пространстве, которое определяется соотношени-
ем (11.7); 2 1 12 cosr r r h θ∆ = − =
 
– разность хода прямого и отраженного лучей; 
2
1
( )1 | | exp[ ( )] | ( ) | exp( )( )i i i
FR j k r j
F
θ ϕ θ ϕ
θ Φ
+ − ∆ − = Φ
                     (13.6) 
– интерференционный множитель, учитывающий влияние подстилающей 
поверхности земли. 
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Используя формулу Эйлера, модуль | ( )i θΦ | и фаза ϕΦ  интерференци-
онного множителя могут быть представлены в виде: 
2
.
22 1 2
2
1 1
( ) 4 ( )| ( ) | 1 2 | | cos( cos ) | |( ) ( )ii i i
F h FR R
F F
θ pi θθ θ ϕ
θ λ θΦ = + − + ;             (13.7) 
1
1
4| | sin( cos )
arc 41 | | cos( cos )
i i
i i
hR
tg hR
φ
pi θ ϕλϕ
pi θ ϕλ
 
− 
=  
 + −
 
 
с учетом которых для результирующего поля (13.5) в точке приема можно 
записать: 
1
. ( )60( ) j krPDE f e
r
ϕθ Φ− −Σ = ,                                   (13.8) 
где  ( ) ( ) | ( ) |if Fθ θ θ= Φ  – характеристика направленности излучателя с уче-
том подстилающей поверхности Земли. 
Для слабо направленных антенн отношение направленностей при уг-
лах 1θ
 
и 2θ приближается к единице 2 1( ) ( )F Fθ θ 1≈ , и экстремальные значе-
ния интерференционного множителя 
.
max| ( ) | 1 | |ii RθΦ = + ,
.
min| ( ) | 1 | |ii RθΦ = −
 
раз-
деляют пределы изменения результирующего поля в точке наблюдения. 
Наличие в подкоренном выражении (13.7) функции 14cos( cos )ihpi θ ϕλ −
 
обусловливает осциллирующий характер | ( ) |i θΦ  максимумы и минимумы 
которого наблюдаются при углах:  
min
(2 )
arccos ,
4
n i i
i
n
h
pi ϕ ϕθ λ
pi
+ +
=
 
max
(2 )
arccos
4
n i
i
n
h
pi ϕ λθ
pi
+
=
                  (13.9)  
где  n – номер максимума или минимума. 
Расчеты, выполненные по (13.7), показывают, что результирующее 
поле в точке наблюдения имеет лепестковую структуру, а количество ле-
пестков пропорционально числу полуволн, укладывающихся на высоте ан-
тенны. Зависимости интерференционных множителей вертикального и го-
ризонтального вибратора над идеальным проводником, рассчитанные по 
выражению (13.7), представлены на (рис. 13.5, 13.6). Поле излучателей 
возрастает вдвое в направлениях максимумов и отсутствует вдоль мини-
мумов интерференционных множителей, так как модули коэффициентов 
отражения от идеального проводника равны единице. Для границы раздела 
с идеальным диэлектриком перепад максимальных и минимальных вели-
чин интерференционных множителей будет изменяться с ростом угла па-
дения из-за сложной зависимости коэффициента отражения. Изрезанность 
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характеристик направленности выражена в меньшей мере для излучателей 
с вертикальной поляризацией, ибо для всех углов падения  
. .| ( ) | | ( ) |iR Rθ θ θ⊥ >
 
(исключая 0θ =  и  
2
piθ = ). Нормированые диаграммы направленности эле-
ментарных излучателей ( )if θ
 
над идеальным диэлектриком представлены 
на (рис. 13.7, 13.8.) 
 
               
Рис. 13.5. Зависимость интерферен-
ционных множителей горизонтального  
вибратора над идеальным проводником 
 
Рис. 13.6. Зависимость интерферен-
ционных множителей вертикального  
вибратора над идеальным проводником 
 
 
Рис.13.7. Диаграмма направленности  
горизонтального вибратора  
над идеальным диэлектриком 
Рис 13.8. Диаграмма направленности  
вертикального вибратора  
над идеальным диэлектриком 
 
Не менее интересно проследить, как зависит iФ  от расстояния меж-
ду корреспондентами. Для этого выразим разность хода ∆r через расстоя-
ния r1, r2, R1 и высоты передающей h1 и приемной h2 антенн (см. рис. 13.4), 
полагая, что h1, h2 << R0  и R0 ≈ r1  ≈ r2: 
2
2 1
1 0
0
( )
;
2
h h
r R
R
−
≈ +
2
2 1
2 0
0
( )
;
2
h h
r R
R
−
≈ +                         (13.10) 
Тогда                               1 22 1
0
2
.
h h
r r r
R
∆ = − =
                                   (13.11) 
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Так как разность хода, входящая в (13.5) и соответственно в (13.7), 
22 cosr h θ∆ =  с учетом (13.11) выражение для модуля интерференционного 
множителя в случае слабонаправленных антенн 1 2( ) ( ) 1F Fθ θ ≈  примет вид: 
2
1 2
0
4( ) 1 2 cos( )i i i
h h
Ф r R R
R
pi
λ
• • •
= + +                                  (13.12) 
Наличие функции 1 2
0
4
cos( )h h
R
pi
λ  в подкоренном выражении (13.12) обу-
словливает осциллирующий характер ( )iФ r
•
, максимумы и минимумы кото-
рого определяются из условий: 
(максимумы) 1 2
0
4( ) 1cos i
h h
R
pi ϕλ − = + ; (минимумы)  
1 2
0
4
cos( ) 1i
h h
R
pi ϕλ − = −      (13.13) 
Значения интерференционного множителя в максимумах 
max
( ) 1i iФ r R
•
= + , в минимумах 
min
( ) 1i iФ r R
•
= − . Общий вид зависимости ( )iФ r
•
 
в соответствии с  (13.12) представлен на рис. 13.9. 
 
 
Рис. 13.9. График  
зависимости для (13.12) 
На расстоянии Rmax (рис. 13.9) 
аргумент косинуса 1 2
0
4 2i
h h
R
pi ϕ piλ − =  со-
ответствует последнему максимуму, 
после чего наблюдается монотонное 
убывание ( )iФ r
•
, так как 0r∆ →  iϕ pi→ . 
Для расстояний R > Rmax соотношение 
(13.12) может быть упрощено, по-
скольку при 2
piθ → , 1iR ≈ , iϕ pi≈ . 
1 2
0
2( ) 2 sin( )i
h h
Ф r
R
pi
λ
•
=                                             (13.14) 
График зависимости для (13.14) представлен на рис. 13.10. 
Из представленной зависимости видно, что ( )iФ r
•
 имеет интерферен-
ционный характер, максимумы и минимумы которого находятся на рас-
стояниях: 
1 2
max
4
(2 1)
n h h
r
nλ= +
; 1 2
min
2
( 1)
n h h
r
nλ= +
                               (13.15) 
где  n = 0, 1, 2, 3, … – порядковый номер максимума или минимума. 
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Если 1 2
0
2
arg(sin )
9
h h
R
pi pi
α λ= ≤ , то 
(13.14) можно представить как: 
1 2 1 2
0 0
9
2 2( ) 2 sin( )i
h h h h
Ф r
R Rpi
α
pi pi
λ λ
•
≤
= ≈     (13.16) 
и для результирующего поля излуча-
теля над границей раздела двух сред 
с учетом (13.5) можно записать: 
 
Рис. 13.10. График  
зависимости для (13.14) 
1 2
2
0
460
zi
h hPDE
R
pi
λ
•
=                                   (13.17) 
выражение (13.17) было впервые получено академиком Б.А. Введенским в 
1928 году и поэтому носит название формулы Введенского. 
Учитывая, что (13.17) справедлива при условии 1 22
9B
h h
R
pi pi
λ ≤
, опреде-
лим расстояние (см. рис. 13.10), начиная с которых можно пользоваться 
формулой Введенского: 
1 218
B
h hR λ≥                                         (13.18) 
Убывание напряженности поля с расстоянием, как следует из (13.17), 
имеет квадратичный характер, что объясняется противофазностью прямой 
и отраженной волн при практически одинаковых амплитудах. 
Лучевая модель распространения ЭМВ теряет физический смысл 
решения задачи о взаимодействии поля излучателя с граничными средами, 
когда приемная и передающая антенны расположены на малой по сравне-
нию с длиной волны высоте над подстилающей поверхностью. Например, 
квадратичная формула Введенского (13.17) дает нулевой результат при 
расчете напряженности поля таких излучателей (при h →
 
0). Особенно-
стью такого режима распространения является скольжение волны вдоль 
границы раздела, когда половина существенной для РРВ области про-
странства перекрыта подстилающей поверхностью и в процессах взаимо-
действия принимает участие зона граничной плоскости между точками из-
лучения и приема (вытянутый эллипс, фокусы которого расположены на 
концах трассы распространения волны (см. рис. 13.2)). 
Более строгие методы определения поля вблизи поверхности земли 
позволяют найти вертикальную составляющую вектора Герца в верхнем 
полупространстве (в воздухе), если Zc << Z0, в виде^ 
1 2
1 2
( 2 )
jkr jkre eK P
r r
ψ
− −
= + − ,                                (13.19) 
где  К – коэффициент, пропорциональный напряженности поля диполя; 
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12 2 2
1 0 1 2[ ( ) ]r R h h= + − ;  
12 2 2
2 0 0 0 1 2[ ( ) ]r r R h hρ= + = + + ;              (13.20) 
1 2( )
0 0
0
( )
( )
u h hjk e J RP d
u jk u
− +∞ λ∆ λ
= λ
+ ∆∫
i
. 
Здесь                
12 2 2( ) ;u kλ= − ;c
s
Z
Z
•
∆ =
0
sj
s s
x y
EZ Z e
H
ϕ
•
•
•
=
= =   
– поверхностный импенданс подстилающей поверхности земли; 0 0( )J Rλ  – 
функция Бесселя первого рода нулевого порядка. В простейшем случае, 
когда подстилающая поверхность представляет собой идеальный провод-
ник 0sZ
•
= , интеграл P исчезает ( 0)
•
∆ → . Поэтому первое и второе слагаемые 
в (13.19) могут быть интерпретированы как поля первичного и зеркального 
источников. 
Если 1
•
∆ ≪ (что почти всегда выполняется), интеграл P может быть 
преобразован и для случая 0kR  >> 1 можно записать: 
2
1
2
2
1 ( )
jkrp eP F w
w r
−  
= −  
   
, где 
1 1
2 2( ) 1 ( ) ( ) wF w j w erfc jw epi −= − ,     (13.21) 
1 2
2
(1 )h hw p
r
• •
•
+
= +
∆
, 
2
2( 2) jbp jkr p e
• • •
= − ∆ =
 
1
2
1
2 2( ) x
jw
erfc jw e dx
pi
∞
−
= ∫
 
Для корреспондирующих точек, расположенных на поверхности 
земли, (h1 = h2 = 0) выражение (13.19) примет вид: 
0
0
2 ( ) ( )
jkR
eeK F pR
−
Ψ =
                                 (13.22) 
и для вертикальной составляющей напряженности электрического поля 
можно записать: 
0
2
0
2 ( ) ( )
jkR
e
y
eE k K F pR
−
= .                               (13.23) 
Функция ( )F p
•
 характеризует поправку к полю диполя над идеально 
проводящей плоскостью и называется функцией ослабления, а комплекс-
ный аргумент jbp p e
• •
=  – численным расстоянием. 
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Аргумент численного расстояния b связан с аргументом поверхност-
ного импеданса sϕ  следующим соотношением: 
2 2sb ϕ pi= − .                                       (13.24) 
Диапазон изменений sϕ  и b для различных типов подстилающих по-
верхностей представлен в табл. 13.1. 
Таблица 13.1 
Тип поверхности 
 
Для однородного типа подстилающей поверхности значение b изме-
няется от – 90° для случая диэлектрического полупространства до 0° для 
хорошего проводника. В случае же слоистой структуры нижнего полупро-
странства (стратифицированная поверхность) поверхностный импеданс 
может соответствовать либо емкостному, либо сильно индуктивному типу 
поверхностей и определяется 
1cZ Z Q
• • •
= ,                                         (13.25) 
где  1Z
•
 – поверхностный импеданс границы раздела «воздух-первый 
слой»; jqQ Q e
•
=  – поправочный мно-
житель, учитывающий влияние ниж-
них слоев. Для оценки числа слоев, 
участвующих в формировании поля в 
точке приема, можно воспользоваться 
графиком частотной зависимости глу-
бины проникновения δ  (рис. 13.11) 
для различных типов сред: 1 – мор-
ская вода; 2 – влажная почва; 3 – пре-
сная вода; 4 – почва средней влажно-
сти; 5 – очень сухая почва; 6, 7 – лёд 
при разных температурах. 
В случае двухслойной модели подстилающей поверхности попра-
вочный множитель имеет вид: 
22
2 1 2 1 11
22
2 2 1 1 11
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
jq U U th U hQ Q e
U U th U h
γ γ
γ γ
• +
= =
+
,                             (13.26) 
где  2 2 1 21 1( )U kγ= + 2 2 1 22 2( )U kγ= + 1γ 2γ   постоянные распространения в верх-
нем и нижнем слоях. 
Рис. 13.11. Частотная зависимость 
глубины проникновения 
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Если токами смещения в обоих случаях пренебречь, то  
1 1 1 2aU jγ σ µ ω≈ ≈    и   2 2 2 1aU jγ σ µ ω≈ ≈ , 
где 1σ  и 2σ  – проводимости верхнего и нижнего слоёв соответственно; 
2 fω pi= , f – частота ЭМВ; 1aµ  2aµ
 
абсолютные магнитные проницаемости 
первого и второго слоёв соответственно (для немагнитных сред 1 2 0a aµ µ µ= = ). 
Из (13.26) следует, что аргумент q может принимать значения от + π/4 
до – π/4, если верхний слой достаточно тонкий и 1 2σ σ< . В этом случае 
/ 2 / 2b−pi ≤ ≤ +pi , то есть аргумент численного расстояния может принимать 
положительные значения в отличие от РРВ над однородной поверхностью. 
Другой случай, приводящий к положительным значениям b, соответ-
ствует РРВ над стратифицированной поверхностью, состоящей из тонкого 
диэлектрического слоя, находящегося над хорошо проводящей средой. В 
этом случае 2b pi→ +  и в соответствии с табл. 13.1 классифицируется как 
сильно индуктивный тип подстилающей поверхности (ПП). 
Периодически шероховатые поверхности могут обладать также ин-
дуктивными свойствами, если период шероховатости существенно меньше 
длины волны  [22]. 
Характер функции ослабления F(p) в значительной степени зависит 
от алгебраического знака b. Если – 2π < b < 0, то для больших значений p: 
( ) ( )2 3
1 (1 3) (1 3 5)( ) ...
2 2 2
F p
p p p
⋅ ⋅ ⋅
= − − − −                           (13.27) 
и для 0 < b < 2π: 
( ) ( )
1 2
2 3
1 (1 3) (1 3 5)( ) 2 ( ) ...
2 2 2
pF p j p e
p p p
pi −
⋅ ⋅ ⋅
= − − − − −                   (13.28) 
Из выражений (13.23) и (13.27) видно, что когда b отрицательно, вер-
тикальная составляющая поля Ey изменяется 201 R  при p → ∞ . С другой 
стороны, если b положительно (13.28), 01yE R∼ . 
С учетом (13.27) и (13.28) асимптотическая форма общего решения 
для поднятых приемной и передающей антенн (13.19) может быть пред-
ставлена в виде: 
1 2 3ψ ψ ψ ξψ= + + ,                                   (13.29) 
где  0ξ =  для arg 0w <  и  1ξ =  для arg 0w > ; 
1 2
1
1 2
exp( ) exp( )( );jkr jkr CK
r r C
ψ
•
•
− − − ∆
≈ +
+ ∆
                       (13.30) 
2
2
3 2 5 3 7 2
exp( )1 1 3 1 3 5{ ...} ;
(1 ) 2 (1 ) 4 (1 )
jkrK
rp C p C p C
ψ
• • •
−⋅ ⋅ ⋅
≈ + + +
+ ∆ + ∆ + ∆
     (13.31) 
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2
3
2
exp( )2 2 ;w jkrK j we
rC
ψ pi
•
•
−∆
≈
∆+
                             (13.32) 
1 2
2
h hC
r
+
= . 
При условии  0 1kR ≫   вертикальная  составляющая поля может  быть 
определена 
2
2 2 2
2( ) (1 )yE k k Cy
∂
= + Ψ ≈ − Ψ
∂
.                           (13.33) 
Составляющая поля 1Ψ  может быть определена как пространствен-
ная волна, поскольку она складывается из прямой волны 1 1(exp( ) )jkr r−   и 
отраженной волны 2 2(exp( ) )jkr r−  с коэффициентом отражения 
C C
• •    
− ∆ + ∆    
    
. 
Компонент 2Ψ  получил название поверхностной волны Нортона. 
Сумма составляющих 1Ψ  и 2Ψ  полностью описывает ЭМП над однород-
ной ПП. В случае если корреспондирующие точки расположены на по-
верхности (h1 = h2 = 0) и b < 0, 2Ψ  является единственной волной в верх-
нем полупространстве. Если же b > 0, возбуждается еще одна волна. Из-за 
ее свойств она получила название «прилипшая» поверхностная ( 3
0
1
kR
Ψ ∼ , 
фППВ cυ <
 
где c =3 · 108 м/с – скорость света в вакууме). Существенно то, что 
она экспоненциально затухает по мере удаления от подстилающей поверх-
ности. Для сильно индуктивных типов ПП (
2
b pi≈ ) она значительно превос-
ходит волну Нортона. 
Если b < 0, то, согласно (13.28), над поверхностью возбуждается ус-
коренная yυΦ
 
> с) волна, получившая название волны Ценнека. 
Учитывая, что фазовые скорости прилипшей поверхностной волны 
(ППВ) υΦ ППВ и поверхностной волны Нортона (ПВН) υΦ ПВН различны, то 
при их распространении вдоль ПП возникает интерференция. Для упро-
щенного рассмотрения эффектов взаимодействия ППВ и ПВН ограничим-
ся двумя первыми членами разложения (13.28). Тогда для 0
2
b pi≤ ≤ : 
( )
( ) 2 exp( cos )exp ( sin ;
2 2
j bb eF p p p b j p b
p
pipi
pi
− +
− 
≈ − − + +  
       (13.34) 
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На рис. 3.12 представлена 
векторная диаграмма взаимодей-
ствия ППВ и ПВН. 
Если b имеет постоянное 
значение, а p  возрастает, то век-
тор ППВ, изменяясь по величине, 
вращается вокруг второго вектора 
соответствующего ПВН, который 
уменьшается по величине с по-
стоянной фазой ( )bpi− +  (рис. 13.12). Вращение одного вектора вокруг дру-
гого приводит к широкому диапазону изменений суммарного вектора. 
В результате интерференции ППВ и ПВН график зависимости F(p) 
имеет немонотонный характер и для n-ной противофазной и m-ной син-
фазной точек определяется: 
12 exp( cos ) exp{ [(2 2) ]},
2ПФ n n n
F p p b j n b
p
pi pi
 
= − − − + + 
  
 
12 exp( cos ) exp{ [(2 2) ]},
2СФ m m m
F p p b j m b
p
pi pi
 
= − − − + + 
  
       (13.35) 
3 (4 3) 3 (4 1)
; ; , 0,1,2,...
2sin 2sinn m
b n b mp p m n
b b
pi pi+ + + +
= = =  
На рис 13.13 представлены зависимости ( )F p
 
для b = 30°, 45°, 70° и 
90°, из которого следует, что интерференционный характер ( )F p
 
наблю-
дается в том случае, если поле пространственной волны мало, а b > 30°. 
Следует также отметить, что при 
2
b pi→ +  модуль функции ослабления при-
нимает значения больше единицы.  
Это вовсе не означает, что напряженность поля возрастает при уве-
личении расстояния. Она продолжает убывать, хотя и медленнее, чем об-
ратно пропорционально расстоянию. 
Для приближенных вычислений функции ослабления можно вос-
пользоваться формулой Шулейкина – Ван-дер-Поля: 
2
2 0.3( ) ,
2 0.6
p
F p
p p
+
≈
+ +
 
или, если 25,p > :                         1( ) .
2
F p
p
≈
                                            (13.37) 
В нижнем полупространстве (у < 0, рис. 13.2) вблизи границы разде-
ла «воздух-земля» распространяется так называемая боковая волна. 
Рис. 13.12. Векторная диаграмма  
взаимодействия ППВ и ПВН 
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Рис. 13.13. Зависимости ( )F p  
 
За счет большого значения диэлектрической проницаемости почвы 
( )2 60r jε ε λσ= −  даже для сравнительно небольших расстояний поле боко-
вой волны оказывается пренебрежимо малым по сравнению с полем зем-
ной волны и обычно не учитывается. 
Вертикальная составляющая ЭМП 1YE  в воздухе определяется соот-
ношением (13.23). Однако за счет потерь во второй среде наряду с верти-
кальной возникает горизонтальная составляющая напряженности электриче-
ского поля 1ZE , определяемая через импедансные граничные условия 
1 2 1Z S XE Z H=  (рис. 13.14), и соотношение между поперечными компонентами 
плоской волны в первой среде 1 1 1Y S XE Z H=  выражается следующим образом: 
21 1 1SZ Y SE E Z Z
•
= ,                                        (13.38) 
где                          
0
1 0
0
120SZ Z
µ
pi
ε
= = =
 
0
2
0 ( 60 )
S
r
Z j
µ
ε ε λσ
•
=
−
 
Горизонтальная составляющая 1ZE  для гармонического поля может 
быть представлена с учетом (13.38) в виде 
( 2)1
1 1 42 2
2(60 )
j tYm
Z
r
EE e ω α
ε λσ
•
+
=
 + 
,                             (13.39) 
260
r
arctg λσα
ε
=
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Рис. 13.14. Горизонтальная  
и вертикальная составляющие  
напряженности поля 
Амплитуда горизонтальной составляю-
щей, как следует из (13.39), тем меньше, чем 
больше проводимость почвы и чем длиннее 
волна λ . При РРВ над идеально проводящей 
поверхностью ( )σ → ∞  1 0ZE → . При конечных 
значениях проводимости почвы  горизон-
тальная составляющая 1ZE  намного меньше 
вертикальной составляющей 1YE . 
В нижнем полупространстве (в почве) поле вблизи границы раздела 
может быть определено на основании строгих граничных условий: 
1 2
1 1 2 2
Z Z
Y Y
E E
E Eε ε
=

=
.                                         (13.40) 
Откуда, учитывая, что 1 1ε = : 
1
2 1 42 2
2
exp[ ]
(60 )
Ym
Y
r
EE j t jω α
ε λσ
= +
 + 
.                         (13.41) 
Учитывая, что 2 1ε
•
≫ , вертикальная составляющая E2Y во второй сре-
де намного меньше напряженности поля E1Y в первой среде и меньше гори-
зонтальной составляющей E2Z. Вследствие того, что продольная состав-
ляющая напряженности поля волны в воздухе E1Z сдвинута по фазе отно-
сительно вертикальной E1Y, результирующее поле оказывается эллиптиче-
ски поляризованным в вертикальной плоскости Y0Z (рис. 13.15), то есть 
волна перестает быть плоской. Выражение (13.39) показывает, что если в 
почве преобладают токи смещения ( 60 )rε λσ≫ , то угол сдвига по фазе 
0α → , и наоборот, если в почве преобладают токи проводимости, то, 
2 4α pi→ . При наиболее часто встречающихся параметрах почвы эксцен-
триситет эллипса поляризации к = а/b (рис. 13.15) очень велик, и поэтому 
можно считать, что электрическое поле линейно поляризовано, и суммар-
ный вектор напряженности поля ориентирован вдоль большой оси эллипса 
поляризации. В этом случае можно говорить об угле наклона фронта вол-
ны Ψ  относительно нормали к границе раздела, определяемой как: 
1 42 21
1
(60 )Zm
r
Ym
E
tg
E
ψ ε λσ = = +  .                               (13.42) 
Явление наклона фронта волны позволяет использовать его для 
приема и передачи земных волн на горизонтальные антенны, расположен-
ные на небольшой высоте (глубине) над (под) поверхностью земли. 
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В реальных условиях рассмот-
ренные до сих пор случаи РРВ над 
однородной почвой встречаются до-
вольно редко. Чаще всего на пути от 
передающей до приемной антенн 
радиоволны распространяются над 
почвами с различными электриче-
скими параметрами. В общем случае 
решение такой задачи является до-
вольно сложным. 
 
Рис. 13.15. Результирующая напряженность 
Однако некоторые закономерности РРВ над неоднородной трассой 
можно проследить на примере взаимодействия расположенной на одно-
родной плоской подстилающей поверхности (рис. 13.16). 
Предполагается, что передающий и приемный диполи расположены 
на подстилающей поверхности (в плоскости XY) с координатами A(XП, YП) 
и В(Х1, 0) соответственно. Подстилающая поверхность характеризуется 
поверхностным импедансом ZS2, а неоднородность ZS1. 
 
Рис. 13.16. РРВ над однородной плоской подстилающей поверхностью 
 
Решение задачи такого вида сводится к анализу неоднородного 
двухмерного интегрального уравнения для функции ослабления над неод-
нородной поверхностью вида: 
[ ]
0
. . . . . . . . .
1 2 2 1 2 1 2
S
. .
1 1
2
kdF( d, Z , Z )= F(d, Z )-j  exp(jkd) ( Z - Z )(1-j/kr)F(R, Z , Z )
2
(1-j/kr) F(r, Z )exp -jk(r+R) cos ,r R dS
pi
δ− −

×

× 
∫
,     (13.43) 
где  
.
2Z  и 
.
1Z  – нормированные по Z0 = 120π (Ом) импедансы подстилаю-
щей поверхности и неоднородности; 
. .
2F(r, Z )  и 
. . .
1 2F(R, Z , Z ) – неизвестные, 
медленно меняющиеся функции ослабления, зависящие от расстояний r и 
R до точки интегрирования М с текущими координатами (х, у) на поверх-
ности S0 импедансной неоднородности; δ  – угол между векторами re
→
 
и Re
→
; 
. .
2F(d, Z )  – функция ослабления для однородной плоской подстилающей по-
верхности с нормированным поверхностным импедансом 
.
2Z . 
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В приближении для случая резкого изменения импедансов от 
.
2Z  до 
.
1Z  решение уравнения (13.43) можно представить в виде: 
. . . . .
1 2 2 1 2
( , ) 1F( d,Z ,Z )= F(d,Z ) ( , ) ,
2
f r Z K− µ µ                     
(13.44) 
где f (r, Z) – функция, описывающая относительное приращение поля в окре-
стности бесконечной полосы шириной х0 (см. рис. 13.16), учитывающая про-
дольные размеры неоднородности и контраст импедансов 
. .
1 2 mZ Z Z .je ϕ− =   
Для области подстилающей поверхности между источником излуче-
ния и полосой: 
[ ]. 1 0 21( , ) 1 exp( ) ,f r Z D D jv D= − − −                         (13.45) 
[ ]1exp ( 2 / 2cos ,mD Z j vϕ pi θ= + +  
где ( )2 (2) (2)1 1 0 1 1 1 1cos ( ) ( ),D jv H v v H vθ= − − + −
  
 
2 (2) (2)
2 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1cos ( ) ( ) ( ) ( ).D j v v H v v v v H v vθ = − − − − − −   
Над импедансной полосой функция относительного приращения по-
ля имеет вид: 
[ ]. 3 0 22 ( , ) 1 exp( ) ,f r Z D D jv D= − − −                          (13.46) 
где  2 (2) (2)3 1 0 1 1 1 1cos ( ) ( ),D jv H v v H vθ = − − + −    
Для области поверхности за полосой: 
[ ]. 3 0 43( , ) 1 exp( ) ,f r Z D D jv D= − − −
 
Здесь 2 (2) (2)4 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0cos ( ) ( ) ( ) ( ),D j v v H v v v v H v vθ = − − − − − −   
В соотношениях (13.45) и (13.46) 0 0 cos ,v kx θ= 1 1 cos ;v kx θ=
 
( )(2)0H ℵ  и 
( )(2)1H ℵ  – функции Ханкеля второго рода нулевого и первого порядков со-
ответственно; 2 ,k pi λ=
 
λ  – длина волны. 
На (рис. 13.17, а) представлены результаты расчета .| ( , |f r Z  для слу-
чая идеально проводящей полосы на диэлектрической подстилающей по-
верхности, а на (рис. 13.17, б) для инверсного случая – диэлектрической 
полосы на идеально проводящей плоскости. 
Из представленных результатов на (рис. 13.17) следует, что возму-
щение поля существенно зависит от угла набега волны θ  и контраста им-
педансов 
. .
1 2( )Z Z− . Амплитудное значение 
.| ( , |f r Z  до неоднородности и за 
ней характеризуется осцилляциями, которые могут быть интерпретирова-
ны как результат интерференции падающей волны и волны, рассеянной 
неоднородностью. 
Функция K ( 1µ , 2µ ) = ert[(jkd/2)1/2 2µ ] – ert[(jkd/2)1/2 2µ ] учитывает 
влияние поперечных размеров неоднородности и ее положение на трассе 
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относительно линии терминала АВ, и 
2
x
1/2
0
2[(jkd/2) ]= dt terf eµ
pi
−
∫  – интеграл 
вероятности, который может быть выражен через интегралы Френеля: 
1/2 2 2 2 2kd kd kd kd[(jkd/2) ]= C . 
2 2 2 2
erf S j S Cµ µ µ µ µ          ± + −          
          
∓     (13.47) 
 
 
а)       б) 
Рис. 13.17. а) результаты расчета 
.| ( , |f r Z  для случая идеально проводящей полосы  
на диэлектрической подстилающей поверхности, б) для инверсного случая –  
диэлектрической полосы на идеально проводящей плоскости 
 
Верхний знак в (13.47) выбирается для µ  > 0, а нижний – для µ  < 0. 
Параметр µ  характеризует координату неоднородности в эллиптической 
системе, связанной с декартовой соотношениями: 
( )
( )
2 2
2 2 2 2
2 2
2 2 2 2
x
+ =1 =const
,
x
=1 =const
cos sin
y
f Ch f Sh
y
f f
µ
µ µ
η
η η




− 

− 
                          (13.48) 
где µ−∞ < < ∞ ; 0 η pi≤ < ; d = 2f – расстояние между точками передачи А и 
приема В; f – фокусное расстояние. 
Полагая координаты неоднород-
ности в декартовой системе известны-
ми (рис. 13.18) для случая y f≪ и x f≈  
(х2 – расстояние от неоднородности до 
начала координат), решение (13.48) по-
зволяет определить параметр µ  через 
геометрические характеристики трассы  
( )1/ 21,2 1,2ln 2 / 1y dµ  = +          (13.49) 
Рис. 13.18. Положение неоднородности  
на трассе передачи 
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Графическая зависимость для действительной и мнимой частей вы-
ражения (13.49) представлена на рис. 13.19 в виде спирали Корню. Когда 
kd велико, что соответствует расположению неоднородности в стороне от 
линий терминала АВ, она оказывает незначительное влияние на возмуще-
ние поля в точке приема, поскольку ( )1 2K µ µ
i
 мал. 
 
 
Рис. 13.19. Спираль Корню 
 
Если неоднородность расположена по обе стороны от линии терми-
нала, вклад в амплитудную и фазовую характеристики поля принимаемой 
волны может быть значительным и зависит от ширины неоднородности. 
Максимальное значение ( )1 2 2,7K µ µ ≈
i
 принимает, когда неоднородность 
расположена симметрично относительно линии 0µ =  (см. рис. 13.17) при 
( )/ 2 1,125kd µ = . Откуда с учетом (13.49) несложно определить ширину не-
однородности, при которой будет наблюдаться максимальное возмущение 
поля в точке приема: 2Ym = 0,836A. 
Таким образом, неоднородность шириной 2Ym, расположенная сим-
метрично относительно линии терминала, будет оказывать в 1,35 раза 
большее влияние на возмущение поля в точке приема, чем бесконечная 
полоса с теми же параметрами поверхностного импеданса, для которой 
( ) ( )1 2 , 2K Kµ µ = −∞ ∞ =
i i
. 
Расчеты показывают, что зависимость ( )1 2K µ µɺ  от смещения центра 
неоднородности относительно линии 0µ =  имеет ярко выраженный мак-
симум, совпадающий с геометрическим центром неоднородности. При не-
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больших отклонениях от центра (0,1 0,12)λ−  амплитудное значение 
( )1 2K µ µ
i
 изменяется незначительно. При больших отклонениях амплитуда 
функции резко падает и на краях неоднородности составляет 26 % от мак-
симального значения. 
 
 
13.2. Распространение земных радиоволн  
над сферической поверхностью Земли 
 
Механизм распространения радиоволн над гладкой сферической 
подстилающей поверхностью Земли во многом сходен с механизмом 
РРВ над плоскостью подстилающей поверхностью. Однако имеются 
различия, главное из которых состоит в том, что при определенных ус-
ловиях поверхность может оказывать затеняющее влияние на поле как 
прямой, так и отраженной волн, если точка приема находится вне зоны 
прямой видимости [22]. 
Расстояние прямой видимости  
r0 = r01 + r02 при заданных высотах антенн 
h1 и h2 можно определить, зная геоцентри-
ческие углы α  и β  (рис. 13.20): 
1 1
2 2
cos  = a/(a + h ) 1-h /a,
cos  = a/(a + h ) 1-h /a.
α
β
≈

≈
       (13.50) 
Учитывая, что h1, h2 << a и для 
практически встречающихся случаев гео-
центрические углы α  и β  также малы, 
можно записать: 
2
2
cos  = 1- ,
2
cos  = 1- .
2
α
α
ββ





                                 (13.51) 
Приравнивая (13.50) и (13.51), находим: 
01 1
02 2
 = / 2 / ,
 = / 2 / .
r a h a
r a h a
α =
β =
                                   (13.52) 
Из (13.52) определим дальность прямой видимости: 
0 01 02 1 2r =r +r = 2a  ( h + h ).                              (13.53) 
Рис. 13.20. Расстояние 
прямой видимости 
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Если высоты антенн выражены в метрах, а расстояние – в километ-
рах, с учетом радиуса Земли а = 6370(км), формула (13.53) принимает сле-
дующий вид: 
0(KM) 1(M) 2(M)r =3,57( h + h ).                               (13.54) 
То есть дальность действия антенн однозначно определяется высо-
тами подвеса приемной и передающей антенн. 
В зависимости от расстояния r, на котором находится приемная ан-
тенна, по сравнению с дальностью прямой видимости r0 (13.53) различают 
три зоны: 
– освещенности (r < 0,7r0); 
– полутени (0,7r0 < r < 1,3r0); 
– тени (r > 1,3r0). 
Положение границ этих зон определяется сменой характера зависи-
мости напряженности ЭМП от расстояния. В зоне освещенности механизм 
РРВ подобен механизму распространения радиоволн над плоской подсти-
лающей поверхностью. Для количественной оценки величины суммарного 
поля достаточно ввести понятие приведенных высот передающей и прием-
ной антенн над плоскостью горизонта. 
Приведенными высотами h'1 и h2 на-
зывают высоты передающей и приемной 
антенн над плоскостью горизонта, касаю-
щейся поверхности земли в точке форми-
рования отраженного луча C (рис. 13.21.) 
При r < r0 приведенные высоты 
могут быть определены как: 
1 1 1
2 2 2
h' = h - h ,
h' = h - h ,
∆
 ∆
             (13.55) 
где 1h∆  и 2h∆  определяются из соотношений: 
2 2 2
1 01
2 2 2
2 02
( h -a) = a ,
( h -a) = a ,
r
r
 ∆ +
 ∆ +
                                             (13.56) 
2
01
1
2
02
2
h ,
2
h ,
2
r
a
r
a

∆ =

∆ =

                                                    (13.57) 
Расстояния r01 и r02 определяются громоздкими выражениями, но для 
случая, когда r0 << r, можно воспользоваться плоской границей раздела, 
Рис. 13.21 Точка формирования  
отражённого луча 
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полагая r01 ≈ r 1 и r02 ≈ r2 (рис. 13.21). В этом случае h1 /h2 = r1 /r2, r1 + r2 = r 
и для расстояний r01 и r02 получим: 
 
1
01 1
1 2
2
02 2
1 2
,
,
h r
r r
h h
h r
r r
h h

≈ = +


≈ =
 +
                                              (13.58) 
С учетом (13.57) и (13.58) приведенные высоты  будут определяться 
соотношениями: 
2
1
1 1 2
1 2
2
2
2 2 2
1 2
( )
' ,( ) 2
( )
' ,( ) 2
h rh h
h h a
h rh h
h h a

= − +


= −
 +
                                   (13.59) 
С помощью выражения (13.59) можно определить разность хода ∆r, 
входящую в интерференционную формулу (13.11) 
1 22 h '2 h 'r = 
r
∆                                        (13.60) 
и угол скольжения γ  для определения коэффициентов отражения Френеля: 
1 2h '+h 'tg  = .
r
γ                                         (13.61) 
Во второй зоне, то есть при 0,7r0 < r < 1,3r0, расстояния r01 и r02 мож-
но приближенно определить из (13.54): 
01 1
02 2
2 ,
2 ,
r ah
r ah
 ≈

≈
                                            (13.62) 
В этом случае: 
1
01
1 2
2
02
1 2
,
,
h
r r
h h
h
r r
h h

≈
+


≈ +
                                              (13.63) 
и выражения для приведенных высот примут вид: 
( )
( )
2
1
1 1 2
1 2
2
2
2 2 2
1 2
' ,
2
' ,
2
h rh h
h h a
h rh h
h h a

= −
+


= −
+
                                       (13.64) 
Соотношение (13.64) справедливо только при r ≤ r0 и дает значи-
тельную погрешность при r > r0. 
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Нарушение соответствия результатов для расстояния r > r0 указыва-
ет, что лучевая трактовка механизма РРВ на базе понятий геометрической 
оптики теряет в этих условиях свою силу. Решение задачи о величине поля 
на этих расстояниях должно базироваться на более строгих электродина-
мических методах исследования, учитывающих дифракционные явления. 
Классическое решение задачи о распространении радиоволн вокруг 
сферической полупроводящей поверхности Земли заключается в решении 
системы уравнений Максвелла, составленных для воздуха и земли, при 
учете соответствующих граничных условий и особенностей в месте распо-
ложения излучателя. По такому пути пошли первые исследователи этой 
проблемы: Ватсон (1918 г.), Введенский (1935 – 1937 гг.), Ван-дер-Поль и 
Бреммер (1937 – 1939 гг.). Трудность проблемы заключается в том, что 
выражение для вектора Герца получалось в виде очень медленно сходяще-
гося ряда, включающего функции Лежандра, Ханкеля и Бесселя. 
В 1945 г. В.А. Фок применил новый метод к решению задачи о ди-
фракции вокруг земного шара, заключающийся в замене медленно сходя-
щегося ряда для функций Герца контурным интегралом в комплексной 
плоскости, однако другого вида, чем контурный интеграл в методе Ватсо-
на. Используя понятие о «большом параметре» рассматриваемой задачи, 
разделив главный участок интегрирования и заменив на этом участке 
функции Ханкеля и Бесселя их асимптотическими выражениями через 
вновь введенные функции Эйри, В.А. Фок получил замкнутое выражение 
для функции ослабления, пригодное для любых расстояний от передатчи-
ка. Анализ полученного решения показал, что на небольших удалениях от 
передатчика оно переходило в обычные интерференционные формулы и, 
наоборот, при больших удалениях решение сводилось к одночленной ди-
фракционной формуле. 
Следуя методике В.А. Фока, введем понятия «масштаб расстояний»: 
1 32aL λ
pi
 
=  
 
                                            (13.65) 
и «масштаб высот»:  
2
2
1
2
aH λ
pi
 
=  
 
.                                            (13.66) 
Это позволяет выразить длину трассы и высоты приемной и пере-
дающей антенн в безразмерных единицах: 
1 1 2 2, , ,x r L y h H y h H= = =                                (13.67) 
которые получили соответственно наименования относительного расстоя-
ния и относительных высот антенн. 
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С учетом (13.67) множитель ослабления в теории Фока представля-
ется выражением: 
2 1 2 2
2
1 2 2
( ) ( )2 ( ) ( )
Sjxt
S S
S S S S
h t y h t yeF x
t q h t h t
pi
∞
=
+ +
=
+
∑ ,                           (13.68) 
где 
1
60
r
aq j
j
pi
λ ε λσ
=
−
 
учитывает полупроводящие свойства подсти-
лающей поверхности (при λ → ∞  или σ → ∞ , 0q → ; при 0λ →
 
или 0σ → , 
q → ∞ ); 
2
1 2 (2) 3 23
2 1 3
2( )
3 3
j
h t e t H t
pipi −  
=   
 
– функция Эйри; (2) 3 21 3
2
3
H t   
 – функция 
Ханкеля второго рода, порядка 1/3; ts – корни дифференциального уравне-
ния h'2(t) – qh 2(t) = 0  для S = 5 – приведены в (табл. 13.2.) 
Таблица 13.2 
Корни дифференциального уравнения 
2
3
j
St e
pi−
 
S 
q = ∞
 
0q =
 
1 
2 
3 
4 
5 
2,338 
4,088 
5,521 
6,787 
7,994 
1,019 
3,248 
4,820 
6,163 
7,372 
 
Исследование ряда (13.68) показывает, что по мере углубления в об-
ласть тени ряд быстро сходится и для инженерных расчетов достаточную 
точность дает один первый член. Такая одночленная формула имеет вид: 
2 1 2 2
2
2 2
( ) ( )2 .( ) ( )
Sjxt
S S
S S S
h t y h t yeF x
t q h t h t
pi
+ +
= ⋅ ⋅ ⋅
+                       (13.69) 
Суммой нескольких первых членов ряда необходимо пользоваться при 
вычислении множителя ослабления в области полутени (0,7r0 < r < 1,3r0). Од-
ночленная формула (13.69) дает наглядную интерпретацию – она может 
быть представлена в виде произведения трех сомножителей: 
1 2( ) ( ) ( ),F U x V y V y=                                        (13.70) 
первый из которых зависит от расстояния, а второй и третий – от высот со-
ответственно первой и второй антенн и называются высотными множите-
лями. Если обе антенны находятся на поверхности земли, то  
( ) ( )1 2 1V y V y= =  
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Глава 14. ВЛИЯНИЕ ТРОПОСФЕРЫ И ИОНОСФЕРЫ 
 
14.1. Общие свойства тропосферы 
 
Диэлектрическая проницаемость увлаж-
ненного воздуха тропосферы весьма близка к 
единице. У земной поверхности в среднем 
1,000325n ε= = , а с высотой коэффициент пре-
ломления п в нормальных условиях все более 
приближается к единице, уменьшаясь вместе с 
плотностью воздуха. Это показано на (рис. 14.1), 
где представлена зависимость так называемого 
индекса преломления N = (n – 1)·106 от высоты. 
Это идеализированный закон изменения N. В результате конвекции воз-
душная масса тропосферы находится в движении; изменения влажности, а 
также температурного режима обусловливают в первую очередь плавные 
изменения показанного на (рис. 14.1) профиля индекса преломления. При 
специфических распределениях температуры и влажности возможно и на-
растание N с высотой. Существенны локальные – мелкомасштабные – из-
менения плотности воздуха, а следовательно, и параметра N, которые 
имеют флуктуационный характер. Сначала же рассмотрим тропосферу как 
среду с плавно меняющимися свойствами [3]. 
В условиях применимости лучевой модели радиолинии (в первую 
очередь, на УКВ) распространение радиоволн в тропосфере как слабо не-
однородной среде естественно истолковывать, используя понятие рефрак-
ции, искривления лучей.  
Обратимся к рис. 14.12а, на котором штриховой линией показано на-
правление луча в среде, принимаемой за однородную. Поскольку для нор-
мального состояния (рис 14.2) тро-
посферы искривление луча проис-
ходит в сторону Земли (сплошная 
линия на рис. 14.2, а). В результате 
увеличивается расстояние прямой 
видимости, что можно истолковать 
как кажущееся возрастание радиуса 
Земли. Воображаемая картина пред-
ставлена на рис. 14.2, б; кажущийся 
радиус земного шара 0Rɶ  больше 
действительного его радиуса R0, а 
Рис. 14.1. Изменение  
коэффициента преломления  
в нормальных условиях 
Рис 14.2 Рефракция в тропосфере 
 155 
среда вблизи Земли однородна (n = 1), так что луч – прямой. Условием эк-
вивалентности лучевых картин будем считать равенство: 
0 0
1 1 1 1
R R R R
− = −
ɶ ɶ                                            (14.1) 
Разности слева и справа выражают относительную кривизну луча и 
контура земной поверхности. Поскольку R → ∞ ; то из (14.1) следует: 
0
0
0
.
1 /
RR
R R
=
−
ɶ
                                            ( )14.2  
Получив таким путем выражение эквивалентного радиуса земного 
шара при рефракции, мы можем исключить радиус кривизны луча R взяв 
90ϑ =  , получаем: 
0 0
0
0 0
.11 1
R RR dn dnR R
n dz dz
= =
+ +
ɶ
                                 ( )14.3  
Отсюда при R0 = 6370 км и dn/dz = – 4 · 10-5 км-1 (это соответствует 
линейному участку кривой) получаем, что 0 8500R =ɶ  км. Подставляя 0Rɶ  вме-
сто R0 в различные формулы, учитывающие кривизну земной поверхности, 
можно оценивать влияние тропосферы на распространение радиоволн. Так, 
например, на основе легко прийти к выводу, что при нормальном состоя-
нии тропосферы расстояние прямой видимости увеличивается приблизи-
тельно на 15 %. 
Обсудим различные типы тропосферной рефракции – реальные и гипо-
тетические, отвечающие мыслимым состояниям тропосферы. При dn/dz > Q 
рефракция называется отрицательной; луч уклоняется от земной поверхно-
сти, а расстояние прямой видимости уменьшается (рис. 14.3, а). Если  
dn/dz = 0, рефракция отсутствует, луч остается прямым (рис. 14.3, б). Уже 
обсуждавшаяся рефракция, наблюдаемая при dn/dz < 0, называется поло-
жительной (рис. 14.3, б). Можно представить себе и так называемую кри-
тическую рефракцию, при которой луч совпадает с дугой окружности, кон-
центрической земному шару (рис. 14.3, г); трудно ожидать, что условие реа-
лизации критической рефракции может быть выполнено на трассах боль-
шой протяженности, а тем более – привести к кругосветному распростране-
нию радиоволны. Упомянутое условие требуется, чтобы производная dn/dz 
была равна величине 4/ 1,57 10
кр
dn dz −≈ − ⋅  км
–1
. Если dn/dz << /
кр
dn dz , бу-
дет иметь место сверхрефракция (рис. 14.3, б), когда луч возвращается к 
Земле; отразившись от земной поверхности, он может вновь испытать 
сверхрефракцию в тропосфере. Если это происходит многократно, говорят 
об образовании тропосферного волновода (рис. 14.3, е). 
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Рис. 14.3. Типы тропосферной рефракции 
 
Хотя различные отклонения от нормального распределения плотно-
сти тропосферы имеют местный и нерегулярный характер, их нельзя не 
принимать во внимание. Давно производятся исследования метеорологи-
ческих условий, способствующих образованию тропосферных волноводов. 
Последние, в принципе, могут быть использованы для передачи УКВ па 
дальние расстояния, однако по этому поводу существуют разные точки 
зрения. Тропосфера подвержена разным изменениям случайного характе-
ра, причем турбулентные движения воздуха вызывают многочисленные 
локальные изменения его плотности, а, следовательно, и оптической плот-
ности среды. Каждое такое образование есть, в сущности, объект дифрак-
ции волн, переизлучателъ. Разумеется, колебания диэлектрической прони-
цаемости среды настолько малы, что только наложение огромного количе-
ства полей, рассеянных отдельными образованиями может привести к за-
метному эффекту. Полагают, что значительную роль играет рассеяние ра-
диоволн на неоднородностях слоистого типа. 
Теория тропосфернего рассеяния базируется на статистических 
принципах. Она еще не может считаться вполне разработанной. В сущест-
вовании процессов рассеяния радиоволн в тропосфере, которыми нельзя 
пренебречь, убеждают в первую очередь наблюдения. Давно уже отмече-
но, что в диапазоне УКВ измерения средней напряженности поля в облас-
ти тени систематически дают значительно более высокие значения, чем 
можно ожидать на основании дифракционной теории для стабильной сре-
ды. Хотя поле тропосферного рассеяния испытывает резкие случайные ко-
лебания – замирания, – наличие этого поля дает основание говорить о 
дальнем распространении УКВ. Специальные системы связи, использую-
щие тропосферное рассеяние, обеспечивают радиопередачу на расстояния 
в многие сотни километров. 
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По мере уменьшения длины волны, уже начиная с λ  ~ 10 см, все бо-
лее заметно проявляется действие осадков. В сантиметровом диапазоне 
волн капли дождя – весьма существенные объекты дифракции. В системе 
капель рассеяние многократно: поле рассеяния каждого объекта дифраги-
рует на других. Появляется дополнительное поглощение, но и непогло-
щенное поле рассеяния отнимает энергию у распространяющейся волны, 
вызывая излучение в стороны.  
Многократно обсуждалась сущность резонансного поглощения в ди-
электрической среде. Частотная характеристика коэффициента затухания 
радиоволн в тропосфере, обусловленного молекулярным поглощением в 
воздухе с примесью водяных паров (10 г/м3), представлена на рис. 14.3. 
Проблема прозрачности тропосферы весьма важна при использова-
нии оптических волн. В частности, ввиду молекулярного поглощения здесь 
можно выделить лишь ряд окон прозрачности, к которым относится и уча-
сток спектра 0,4 – 0,8 мкм, содержащий область видимого света. 
 
 
14.2. Радиоволны в ионосфере 
 
Начиная с высоты около 50 – 60 км, существенно проявляется иони-
зация атмосферной среды. Это нижняя граница так называемой ионосфе-
ры. Степень ионизации характеризуют числом свободных электронов N'  
в единице объема среды. Величина N' достигает максимума на высоте  
250 – 400 км. Ионосферу, лежащую ниже этого уровня, называют внутрен-
ней, а лежащую выше – внешней. Последняя вплоть до высоты порядка 
радиуса земного шара может оказывать заметное влияние на распростра-
нение радиоволн [3, 14]. 
Основной причиной ионизации атмосферы является ультрафиолето-
вое и рентгеновское излучение Солнца (в диапазоне волн короче 0,1 мкм); 
известно, что на эту часть спектра приходится довольно малая доля сол-
нечного излучения. Более длинноволновое излучение (с меньшей энергией 
квантов), можно сказать, не в состоянии произвести требуемую работу ио-
низации. Вторым по значению фактором ионизации являются корпуску-
лярные потоки, также в основном солнечного происхождения. Плотность 
энергии ионизирующего потока, приходящего к Земле, по мере проникно-
вения в атмосферу падает в результате поглощения. Плотность же газа по 
мере приближения к Земле возрастает. Поэтому-то электронная концен-
трация N' как функция высоты имеет максимум: на некоторой высоте ио-
низация наиболее интенсивна. 
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Ввиду многообразия и сложности физических процессов в околозем-
ном пространстве действительная структура ионосферы отнюдь не исчер-
пывается этим простым описанием. В ионосфере различают три основные 
области, обозначаемые буквами D, Е и F; их называют также слоями, а при 
детальном рассмотрении фигурирует и более тонкая структура ионосферы, 
в частности, выделяют области F1 и F2). Днем степень ионизации значи-
тельно выше; в ночное время слои F1 и F2 не имеют резкой границы, а 
нижняя граница ионосферы поднимается до высоты около 100 км, причем 
исчезает область D. В зависимости от степени солнечной активности  
(11-летний цикл), сезона и времени суток) это распределение варьируется. 
Пределы изменения высоты максимума электронной концентрации и мак-
симального значения N' на рис. 14.4 показаны крестом стрелок. Указаны 
также основные факторы ионизации для областей D, Е и F (вертикальные 
стрелки); символы LA и LB – обозначения линий серии Лаймана спектра во-
дорода. Слой Е1, согласно существующим данным, в дневное время имеет-
ся во все сезоны на всем земном шаре, а слой Е2 – только в некоторых мес-
тах. Так называемые спорадические слои Еs состоят из образований не-
большой горизонтальной протяженности (десятки километров); появление 
этих образований подчинено сложным закономерностям. В области F час-
то нет четкого выделения слоев F1 и F2. Вообще слой F наиболее нерегуля-
рен и подвержен влиянию магнитного поля Земли. Некоторые исследова-
тели считают необходимым выделять так 
называемый слой F1/2. Следует также 
иметь в виду, что ионосфера обладает 
нерегулярной тонкой структурой; речь 
идет о локальных вариациях электронной 
концентрации случайного характера. 
Для характеристики ионосферы в 
целом весьма существенно, что имеют 
место крупномасштабные нерегулярные 
явления. При магнитных бурях, возни-
кающих в результате вторжения в ионо-
сферу корпускулярных потоков, вызы-
ваемых вспышками на Солнце, происхо-
дит резкое изменение режима области F. 
По меньшей мере, можно говорить о 
сильном уменьшении электронной кон-
центрации и увеличении высоты ее мак-
симума. Влияние магнитных бурь силь-
Рис. 14.4. Распределение  
электронной концентрации  
ионосферы 
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нее в полярных зонах. Другого рода вспышки на Солнце – хромосферные – 
характерны весьма значительным усилением ультрафиолетового и рентге-
новского излучения. В результате глубокого проникновения излучения 
происходит резкое повышение ионизации в области D. 
Об особой роли ионосферы, выступающей как «природное зеркало», 
уже говорилось выше. Рассматривая рефракцию в ионосфере, будем исхо-
дить из общих результатов. 
Обратимся к рис. 14.5, а на котором показано, как падающий под уг-
лом 0θ  на нижнюю границу ионосферы луч искривляется в ней. Пусть на 
некотором уровне мгновенное направление луча характеризуется углом ϑ , 
а среда – коэффициентом преломления n. Тогда: 
0 0sin sinn nθ ϑ= ,                                         (14.4) 
где  0 1n =  – коэффициент преломления воздушной среды, которую можно 
считать однородной (соответственно этому падающий луч – прямой).  
Записывая второй закон Снеллиуса для каждой из границ, убеждаем-
ся, что все величины sini in θ  равны между собой. 
 
 
 
Итак, мы рассматриваем плоскую модель ионосферы. На первых по-
рах не будем также учитывать потери в ионосферной плазме и действие 
магнитного поля Земли. Подставляя в (14.4) в качестве n величину  
2 21 ( ) 1 80,6 '/p N fε ω ω= − = − , получаем: 
2
0sin 1 80,6 '/ sin ,N fθ ϑ= −          (14.5) 
Равенство (14.5) может быть выполнено, только если подкоренное 
выражение положительно. Последнее с ростом высоты должно умень-
шаться во внутренней ионосфере (пока N' растет) и увеличиваться во 
внешней (где N' падает). Таким образом, во внутренней ионосфере угол θ  
будет возрастать. Общий характер лучевой траектории зависит от того, 
«успеет» ли он увеличиться до 90°, то есть существует ли (для данных 0θ  
Рис. 14.5. Рефракция в ионосфере 
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и f ) достаточно высокая концентрация ' *N N= , при которой будет выпол-
нено равенство 
2
0 1 80.6 * ,sin N fθ = −        (14.6) 
получаемое при 90ν =   из (14.5).  
Если N* < N'max, то условие  будет выполнено (на какой-то высоте) и 
луч достигнет точки поворота (рис. 14.5); дальнейшая – нисходящая – 
часть траектории симметрична первоначальной. Заметим, что в точке по-
ворота реализуется предельный случай полного отражения. Если же  
N* > N'max  то в ионосфере не найдется уровня, на котором N’ = N*. Равен-
ство (14.6) уже не может быть выполнено (при данных θ  и f ). Луч будет 
уклоняться к Земле вплоть до уровня N' = N’max, а при переходе во внеш-
нюю ионосферу начнет уклоняться от Земли (рис. 14.5, в) и в конечном 
счете уйдет в атмосферу. 
Условие поворота луча к Земле (14.6) легко привести к формуле: 
0 0cos ( *) / 9 * ,N N fθ ω ω= ≈            (14.7)  
Пусть угол 0θ  задан, а частота f  варьируется. Как из (14.6), так и из (14.7) 
ясно видно, что всегда найдется достаточно низкая частота, при которой 
луч повернет к Земле (соответствующая величина N* выбирается из интер-
вала (0, N`max)). Легко понять, что существует предельный угол падения луча 
на границу ионосферы 0прθ , определяемый с учетом сферичности Земли: 
0 0 0cos (2 ) /( ),np R h h R hθ = + +            (14.8)  
Это минимальное значение функции 0cosθ  для земной радиолинии. 
Таким образом, из (14.7) и (14.8) следует, что существует наибольшая воз-
можная частота в условиях земной радиолинии, использующей ионосфер-
ные волны: 
'
max max 0 09 ( ) / (2 ) ,прf N R h R h h= + +                      (14.9) 
где  h – высота нижней границы ионосферы  
(рис. 14.6). Эта частота лежит приблизительно на  
границе  KB и  УКВ диапазонов; в годы наибольшей 
солнечной активности она сдвигается в область ОВЧ 
(метровые волны). 
Поскольку для поворота луча к Земле на более 
длинных волнах нужны меньшие электронные кон-
центрации, то чем длиннее волна, тем менее глубоко 
луч (и поле) проникает в ионосферу. При фиксиро-
ванной частоте глубина проникновения луча тем 
Рис. 14.6. Предельный 
угол падения 
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больше, чем меньше угол 0θ . На рис. 14.7 показана серия лучевых траекто-
рий, соответствующих различным углам 0θ . При фиксированной частоте f 
величина 0θ  убывает в порядке возрастания номера траектории. Интересно, 
что расстояние между начальной и конечной точками луча (длина радиоли-
нии) сначала падает, но при дальнейшем убывании 0θ  снова возрастает.  
Существует некоторая минималь-
но возможная длина. Поэтому вводят 
понятие зоны молчания (мертвой зо-
ны). Для радиолиний, использующих 
только ионосферные волны, это круг, в 
центре которого – передающая антен-
на, а радиус равен указанной мини-
мально возможной длине. 
 
Рис. 14. 7. Серия лучевых траекторий 
Наш анализ, как уже отмечалось, является упрощенным. От плоской 
модели ионосферы можно перейти к сферической, но мы этого делать не 
будем. Потери энергии при распространении радиоволн в ионосфере бу-
дут. Что касается влияния магнитного поля Земли, то плазма в магнитном 
поле обладает анизотропией, которую в той или иной мере надо принимать 
во внимание и при рассмотрении ионосферных волн. 
Заметим также, что применение лучевой трактовки требует ряда ого-
ворок. Во-первых, мы не имеем права говорить о сколь угодно низких час-
тотах: геометрические размеры (например, высота ионосферы) должны во 
много раз превосходить длину волны. Во-вторых, лучевой подход теряет 
смысл, если свойства среды значительно изменяются на расстояниях по-
рядка длины волны. Когда диэлектрическая проницаемость приближается 
к нулю, длина волны в среде сильно увеличивается. В этом случае строгий 
электродинамический анализ необходим. Тем не менее, изложенная выше 
простая теория правильно передает основные черты процесса при распро-
странении радиоволн в ионосфере. 
Интересно, что в пренебрежении потерями дисперсия электромаг-
нитной Т-волны, распространяющейся в плазме, имеет характер волновод-
ной дисперсии. Волновое число Т-волны есть: 
2
0 1 ( ) , 2 ,p p pk k f f f ω pi= − =                            (14.10)  
где  0 0 0k cω ε µ ω= = .  
Такой же вид имеет выражение постоянной распространения Е- или 
Н-волны полого волновода; плазменная частота в (14.10) играет роль кри-
тической частоты. Поэтому выражения фазовой и групповой скоростей  
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Т-волны в плазме при замене кр pf f→ , cω → . При кр pf f<
 
рассматриваемая 
идеализированная Т-волна в плазме испытывает такое же превращение, как 
волноводная волна при крf f> : поле экспоненциально затухает без перено-
са энергии. 
 
 
14.3. Диапазонные особенности распространения радиоволн  
и работа радиолиний 
 
Сверхдлинные и длинные волны. Общие черты распространения ра-
диоволн в природных условиях уже обсуждались. Теперь – после изучения 
роли земной поверхности, тропосферы и ионосферы – можно сосредото-
чить внимание на диапазонных особенностях распространения радиоволн 
и связанных с этим вопросах работы радиолиний. Для электромагнитных 
полей, соответствующих диапазонам СДВ и ДВ, различные виды почв, а 
тем более все водные среды выступают как проводники. Справедливость 
сделанного утверждения может нарушаться лишь вблизи границы диапазона 
СВ для сухих почв. Но, например, для сухой почвы с 4ε =  и 310σ −=  См/м 
при f = 10 кГц находим: 45tg∆ ≈  , что уже вполне отвечает критерию про-
водника. Добавим, что на СДВ и СВ земная поверхность оценивается как 
наиболее гладкая. Поскольку это граница проводника, магнитное поле 
вблизи нее близко к тангенциальному, а электрическое – к нормальному. 
Волновое сопротивление проводящей среды мало по модулю, так что не-
велико поглощение при отражении. Поэтому так называемая земная волна 
слабо затухает и может использоваться для связи на расстояниях даже по-
рядка 3000 км. Поскольку передающая и приемная антенны находятся не-
посредственно вблизи земной поверхности, естественной оказывается вер-
тикальная поляризация волны. Поэтому одной из типичных антенн являет-
ся вертикальная металлическая башня, близкая по своему действию к эле-
ментарному электрическому излучателю, так как размеры антенны, разу-
меется, малы по сравнению с длиной волны [3]. 
Ионосферные волны тоже поглощаются слабо, потому что в ионо-
сфере проходит относительно небольшая часть трассы. Чем ниже частота, 
тем (при прочих равных условиях) меньше электронная концентрация, не-
обходимая для поворота луча к Земле. Высота поворота с уменьшением 
частоты падает и на СДВ – СВ оказывается близкой к высоте нижней гра-
ницы ионосферы. Днем отражение происходит от границы области D, а 
ночью (когда последняя отсутствует) – от границы области Е. 
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Можно сказать, что область пространства, в которой распространя-
ются рассматриваемые волны, есть сферический слой, лежащий между 
земной поверхностью и нижней границей ионосферы; обе границы   в  зна-
чительной степени осуществляют энергетическую изоляцию. Передающая 
антенна в точке А (рис. 14.8, а), в сущ-
ности, возбуждает электродинамиче-
скую структуру, подобную полому ре-
зонатору, размеры которого даже на 
СДВ весьма велики по сравнению с 
длиной волны, а добротность низка, по-
скольку «через оболочку» все же ухо-
дит заметный поток энергии (потери в 
Земле и ионосфере). Движение энергии 
происходит, как в сферическом аналоге плоского полого волновода. Если 
задаться некоторыми постоянными параметрами обеих сферических гра-
ниц атмосферного слоя (внутреннюю среду можно при этом считать одно-
родной и даже принять за вакуум), то можно получить строгое электроди-
намическое решение задачи типа. На этой основе анализируют распро-
странение СДВ и СВ, используя представление о возбуждении различных 
типов волн сферического слоя. Наглядны лучевые схемы. Анализ показы-
вает, что лучи, выходящие из точки А, сходятся в точке антипода В  
(рис. 14.8, а), где должна возрасти напряженность поля. Обсудим этот эф-
фект антипода в предположении, что обе сферические границы являются 
идеально изолирующими. Тогда вся энергия, излучаемая антенной А, про-
ходит через конический пояс (рис. 14.8, а, б), площадь которого S может 
быть достаточно точно вычислена, как произведение высоты h границы 
ионосферы на среднюю длину пояса 1 0 02 2 ( 2)sin 2 sinR R h R hpi pi ϑ pi ϑ= + ≈  
(рис. 14.8, б). Если поток энергии в слое равномерен по высоте, то, исходя 
из заданной мощности антенны AP , имеем 
_ _
2 2A mP П S E S W= = . Отсюда нахо-
дим напряженность поля в точке приема, характеризуемой углом ϑ  
_
0120 sin .m AE P R h ϑ=             (14.12)  
(на близких расстояниях от антенны А выражение теряет смысл). Согласно 
(14.12) напряженность поля в точке антипода В (ϑ  = 180°) должна быть 
бесконечной. В действительности в точке В можно ожидать возрастания 
поля несколько менее, чем на порядок, по сравнению с величиной, наблю-
даемой в близкой зоне. 
Рис. 14.8 Точки антипода 
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В практике расчета радиолиний СДВ и СВ используется эмпириче-
ского происхождения формула Остина: 
2
0.6
18 10 0.0014
exp( ).
sin
A A
m
P DE r
r
ϑ
ϑ λ= −    (14.13) 
Здесь угол ϑ  отсчитывается, как показано на (рис. 14.8, б); r и λ  вы-
ражены в км; мощность, излучаемая антенной, AP
 
– в кВт, напряженность 
поля в месте приема Ем – в мВ/м.  
Формулой Остина пользуются до расстояний 16 000 ÷ 18 000 км при 
расчете радиолиний, функционирующих в дневные часы и проходящих над 
морем и сушей (в последнем случае, начиная с расстояний 2000 – 3000 км). 
При расчетах напряженности поля земной волны до расстояний порядка 
500 км применяется формула Шулейкина – Ван-дер-Поля (график Берро-
уза); начиная с таких расстояний, земная волна существенно слабее ионо-
сферной. Тропосфера практически не оказывает влияния па распростране-
ние СДВ и ДВ. 
Впервые в истории рассматриваемые волны использовались для 
трансатлантической связи (частоты 15 – 50 кГц). 
Радиолинии на СДВ и ДВ характеризуются высоким уровнем грозо-
вых помех. Антенные сооружения имеют громадные размеры, оставаясь 
малыми по сравнению с длиной волны, они весьма дороги, направленность 
излучения невелика, узка полоса частот. В то же время связь устойчива по 
отношению к ионосферным возмущениям; зона действия передатчика 
плавно – без резких колебаний поля – охватывает огромные пространства. 
Международными соглашениями предусматривается применение СДВ и 
ДВ, главным образом,  для  радионавигации и  радиовещания.  СДВ имеют 
преимущество при реализации радиолиний под водой (связь с подводными 
лодками и пр.). 
 
Средние волны. По мере увеличения частоты условия распростране-
ния радиоволн изменяются настолько, что для диапазона СВ характерными 
оказываются уже иные особенности. Из-за большего поглощения в почве 
радиолинии СВ, использующие земную волну, могут иметь протяженность 
лишь порядка 1000 км. Что касается ионосферной волны, то она способна 
отразиться лишь при электронной концентрации, свойственной слою Е. 
Поэтому днем, когда существует более низкий слой D, волна проходит че-
рез него и практически полностью поглощается. Ночью же поглощение со-
ответственно гораздо меньше, и радиолиния может работать на ионосфер-
ной волне; ее протяженность при этом весьма значительно возрастает. Су-
щественно, что ночью в точку приема В могут прийти одновременно земная 
и ионосферная волны или, например, две ионосферные волны (рис. 14.9).  
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Поскольку состояние ионосферы подвержено постоянным изменени-
ям (а участок трассы в ионосфере по сравнению с ДВ может быть значите-
лен), фаза проходящей волны будет заметно изменяться со временем. По 
этой причине в обоих отмеченных случаях интерференция волн приводит 
то к ослаблению, то к усилению поля в месте приема. С этими замирания-
ми (другое их название – фединг) борются, стараясь уменьшить излучение 
передающей антенны под большими углами к горизонту (малые 0θ ), чтобы 
подавить возбуждение ионосферной волны. Тогда увеличивается так назы-
ваемая зона уверенного приема (земной волны). 
 
 
Рис. 14.9. Распространение СВ 
 
Средние волны используются, главным образом, в радиовещании; 
имеются и радионавигационные системы на СВ. Типичная дальность ра-
диолиний соответствует применению земной волны [3, 16]. 
Приведем эмпирическую формулу для напряженности поля 
в месте приема средневолновой радиолинии, полученную в результате 
длительных наблюдений в условиях европейского радиовещания:  
1 2 4 0.26(10233 ) 2 exp( 8.94 10 )
m A AE r P D λ− − −= − i    (14.14) 
(обозначения те же, что и в (14.13)). 
 
Короткие волны. Для коротких волн почва ведет себя как несовер-
шенный диэлектрик, и они глубоко проникают в ионосферу. Первое приво-
дит к сильному поглощению земной волны, которая оказывается пригодной 
для радиосвязи лишь на десятки километров. Основной практический инте-
рес представляют ионосферные волны, причем типичные электронные кон-
центрации, соответствующие повороту луча к Земле, лежат в области F; об-
ласти D и Е в основном обусловливают поглощение волны. В более точном 
смысле зоной молчания называют кольцевую область, внутренний радиус 
которой соответствует дальности приема земной волны в диапазоне КВ. Та-
ким образом, это зона, в которой уже не принимается земная волна, но еще 
не может быть использована волна ионосферная. Другим характерным эф-
фектом, свойственным диапазону KB, является кругосветное эхо – наложе-
ние на принимаемый сигнал другого, который создается волной, обошед-
шей земной шар путем многократных отражений от ионосферы и Земли (в 
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прямом или обратном направлении). Время запаздывания при однократном 
обходе земного шара составляет около 0,13 с. 
На коротких волнах впервые в практике радиосвязи были реализова-
ны остронаправленные антенны, позволяющие экономно расходовать 
энергию при двусторонней связи. Наличие таких антенн и относительная 
малость поглощения KB при рефракции в ионосфере и отражении от Зем-
ли (в типичных условиях) делают короткие волны весьма подходящими 
для дальней радиосвязи. Интересно, что значение коротких волн было по-
нято под влиянием радиолюбительской практики. 
Основу понимания главных закономерностей распространения KB, оп-
ределяющих выбор рабочих частот, составляют простые соображения, рас-
сматривавшиеся в ранее. Со стороны высоких частот ограничение этого диа-
пазона приблизительно соответствует прекращению поворота ионосферной 
волны к Земле в дневное время. Наиболее короткая волна, для которой такой 
поворот еще происходит, оценивается по формуле, следующей из (14.7): 
max 0 max 0( ) 9 / cosf N ′θ ≈ θ                               (14.15) 
В практике радиосвязи соответствующая частота называется макси-
мально применимой частотой (МПЧ). Так называемая оптимальная рабо-
чая частота (ОРЧ) лежит ниже МПЧ на 15 – 30 %. Некоторое снижение 
частоты вызвано необходимостью стабилизировать условие поворота луча. 
Поскольку затухание волны растет обратно пропорционально квадрату 
частоты, снижение частоты нежелательно. Существует понятие наимень-
шей применимой частоты (НПЧ), то есть частоты, при которой для данной 
мощности передатчика напряженность поля в месте приема оказывается на 
грани требуемой нормы. При расчете радиолиний диапазона KB исполь-
зуются графики суточного изменения МПЧ и НПЧ, составляемые при по-
мощи различных полуэмпирических правил 
на основании данных измерений, осуществ-
ляемых так называемыми ионосферными 
станциями. Пример такого» графика приве-
ден на рис. 14.10. Что касается ионосфер-
ных станций, то производимой на них стан-
дартной операцией является вертикальное 
зондирование. Присылая в зенит ( 0 0θ = ) 
волну той или иной частоты, устанавлива-
ют, на какой высоте происходит отражение. 
Напомним, что электронная концентрация в области F, где при ти-
пичных условиях происходит поворот луча, существенно меняется от дня к 
Рис. 14.10. Суточное  
изменение МПЧ и НПЧ 
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ночи и сезонно, не говоря уже о разного рода несистематических возму-
щениях. Днем – при более высокой электронной концентрации – МПЧ по-
вышается, ночью – снижается. Поэтому существуют так называемые днев-
ные и ночные волны. Это поддиапазоны 10 – 25 м и 35 – 100 м соответст-
венно, рекомендуемые для связи в зависимости от времени суток. 
Относительно стабильный режим ионосферы, нарушается время от 
времени под влиянием процессов на Солнце. Действие интенсивных кор-
пускулярных потоков, приходящих от Солнца, приводит к сильному изме-
нению структуры и падению электронной концентрации области F, к ее 
«разрушению», в результате чего рефракция коротких волн к Земле стано-
вится невозможной и радиолиния перестает действовать. Такие возмущения 
ионосферы, сопровождаемые магнитными бурями, наиболее сильны в по-
лярных областях, куда преимущественно попадают корпускулярные потоки, 
направляемые магнитным полем Земли. Другой вид нарушения коротко-
волновой связи – внезапное поглощение из-за возникновения повышенной 
ионизации в области D под влиянием хромосферных вспышек на Солнце.  
Для диапазона KB типичны интерференционные замирания, вызы-
ваемые наложением нескольких относительно независимо распростра-
няющихся волн, несущих принимаемый сигнал. Одна из причин – приход в 
место приема волн, претерпевших разное число отражений от атмосферы. 
Можно также говорить об изменяющейся во времени фокусировке (дефо-
кусировке) параксиального пучка лучей в ионосфере в результате нерав-
номерного изменения ее свойств. Отметим, что при высокой солнечной ак-
тивности лучевые траектории могут быть значительно сложнее обсуждав-
шихся. В частности, область Е (и даже D) может вызвать поворот или пре-
ломление луча (изменение траектории при прохождении слоя насквозь). 
Некоторые типы траекторий, возникающих при участии слоев F и Е (ЕS), 
показаны на (рис. 14.11) надо иметь в виду, что это не действительные тра-
ектории, а качественные схемы. 
Нестабильность ионосферы, необходимость учета потерь и диспер-
сии волн, проходящих через нее, а также иные факторы обусловливают ряд 
трудностей на пути расчета KB радиолиний. В инженерной практике 
обычно используются полуэмпирические методы. 
 
Ультракороткие волны. В годы максимума солнечной активности 
рефракция в ионосфере приводит к отражению волн, выходящих за преде-
лы диапазона KB (например, около 6 м). Можно также отметить отражение 
метровых воли от спорадического слоя Е обладающего высокой концен-
трацией, но образующегося нерегулярно. За этим исключением всему диа-
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пазону УКВ присуще то качество, что рефракция в ионосфере не приводит 
к возвращению луча. 
В силу сказанного обычные радиолинии на 
УКВ действуют в пределах прямой видимости; для 
увеличения дальности радиосвязи антенны подни-
мают над земной поверхностью. Если последняя яв-
ляется достаточно гладкой, то радиолиния часто 
принадлежит к типу, рассматривавшемуся ранее на 
основе лучевой трактовки. При этом часто применя-
ется формула Введенского. В случае остронаправ-
ленных антенн. Впрочем, если такие антенны подня-
ты достаточно высоко, отражение от земной поверх-
ности окажется  пренебрежимо малым. Тогда на-
пряженность поля в месте приема может быть най-
дена при помощи. При необходимости учитывается 
сферичность Земли и тропосферная рефракция. 
Чем короче волна, тем менее относительно 
гладкой оказывается земная поверхность. Но даже в 
тех случаях, когда критерий гладкости нарушается, 
нередко пользуются представлением об эффектив-
ном коэффициенте отражения от поверхности. Од-
нако типичны случаи, когда этот подход непригоден даже для очень гру-
бых оценок. Таковы условия распространения УКВ в пределах города. 
Иногда в подобных условиях учитывают действие отдельных «препятст-
вий», оказывающихся в доминантной области. 
Типично применение УКВ на радиорелейных линиях, протяженность 
которых многократно превышает расстояние прямой видимости; в преде-
лах этого расстояния находится каждая пара приемопередающих радиоре-
лейных станций. 
Практический интерес представляют также различные типы; дальне-
го распространения УКВ. Именно в этом диапазоне реализуются возмож-
ности существенного влияния нерегулярных тропосферных явлений. 
Весьма значительное превышение расстояния прямой видимости возмож-
но в результате сверхрефракции, в особенности как следствие процессов 
рассеяния. В тропосферных радиорелейных линиях связи приемопере-
дающие станции находятся на расстояниях сотен километров. Дальнее 
распространение УКВ может быть обусловлено рассеянием на случайных 
неоднородностях ионосферы, а также на ионизированных областях, обра-
зующихся при вхождении в атмосферу метеоров («следы» метеоров) и при 
Рис. 14.11. Типы траек-
торий возникающих 
при участии слоев F и Е 
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полярных сияниях. Существуют весьма протяженные линии, использую-
щие эти явления (свыше 1000 км) [3, 18]. 
Диапазон УКВ ввиду прозрачности для этих волн ионосферы ис-
пользуется в системах космической связи. Нужно сделать оговорку, что 
связь с космическими объектами, находящимися в пределах внутренней 
ионосферы, возможна и в диапазоне КВ. Не перечисляя многочисленные 
функции космических радиолиний, отметим, что, по крайней мере, следует 
различать радиолинии, связывающие Землю и космический объект (искус-
ственный спутник Земли или Луны, космический корабль, направляющий-
ся к планетам и пр.), космические объекты между собой и, наконец, ис-
пользуемые для связи между земными объектами. Существует также про-
блематика местной связи при освоении Луны и планет. 
Космические радиолинии могут быть беспрецедентно протяженны-
ми, простираясь на многие миллионы километров. Поэтому, хотя погло-
щение в межпланетной среде весьма невелико в расчете на единицу длины, 
оно, в принципе, подлежит оценке. 
Действие атмосферы Земли приводит к искривлению выходящего 
через нее луча. Теория рефракции позволяет оценивать направление выхо-
дящего луча. 
Отдельную проблему составляет исследование влияния плазменного 
окружения космического объекта, входящего в плотные слои атмосферы, 
или плазменной области, появляющейся при наличии факела ракеты. Эти 
явления приводят к нарушению связи. 
Связь в неземных условиях может иметь различные особенности. 
Так, например, отсутствие у Луны атмосферы затрудняет проблему связи 
между лунными объектами, лежащими за пределами прямой видимости. 
Известно предложение использовать в этом случае ретранслятор на Земле. 
Проблематика распространения радиоволн в космосе важна не толь-
ко в рамках проектирования радиосистем, но и для научных исследований: 
радиоастрономии, радиолокации планет и пр. 
Все большее значение приобретают спутниковая связь и вещание. 
Радиолинии, использующие ретрансляцию через ИСЗ, имеют ряд особен-
ностей. В частности, в результате движения ИСЗ относительно наземной 
станции сказывается эффект Доплера – смещение частоты, меняющееся на 
трассе; это приводит к искажению спектра сигнала. Вопросы проектирова-
ния спутниковых радиолиний рассмотрены в специальных руководствах. 
Через приемную антенну на вход радиоаппаратуры вместе с полез-
ным сигналом неизбежно поступают посторонние электромагнитные 
воздействия. Это помехи радиолинии, вносящие вклад в полную мощ-
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ность шумов шP . Отношение мощности полезного сигнала Рс к Рш для 
разных радиолиний должно удовлетворять соответствующим норматив-
ным требованиям. 
Существуют индустриальные помехи – радиоизлучение различных 
электроустановок, включая бытовые; атмосферные (грозовые) помехи; 
шумы космического происхождения; шумы, обусловленные атмосферой и 
земной поверхностью. Наконец, важна проблематика взаимных помех при 
работе радиолиний. 
Борьба с индустриальными помехами производится путем размеще-
ния приемных пунктов вне больших городов; принимаются также разные 
меры с целью уменьшить уровень этих помех. При наличии остронаправ-
ленных антенн (главным образом, на СВЧ) индустриальные помехи несу-
щественны. 
Атмосферные помехи тем слабее, чем выше частота. Они особенно 
заметны в диапазонах СДВ и ДВ – также еще потому, что в этих диапазо-
нах могут применяться лишь антенны, обладающие слабой направленно-
стью. Грозы особенно часты в тропических областях; однако надо иметь в 
виду, что мешающее влияние грозового излучения в указанных диапазонах 
может сказываться на расстояниях сотен и тысяч километров. 
Рассматривая шумы космического происхождения, различают фон 
радиоизлучения Галактики и излучение дискретных источников, которыми 
являются Солнце, планеты и звезды. Отмечается также излучение содер-
жащегося в космическом пространстве водорода па волне λ  = 21 см. 
Земная поверхность создает тепловое излучение, влияние которого 
уменьшает применение остронаправленных антенн. Излучение атмосферы 
имеет резонансный характер; его частотное распределение характеризует 
коэффициент поглощения. На СВЧ атмосферные шумы резко преобладают 
над остальными помехами радиолиний. 
Роль взаимных помех радиолиний возрастает вместе с развитием ра-
диоэлектронных средств в мире. Использование тех или иных полос частот 
различными службами регламентируется международными соглашениями. 
При проектировании радиосистем первостепенное  значение приобретает 
обеспечение  их  электромагнитный совместимости (ЭМС) с другими су-
ществующими и планируемыми системами. Современные транспортные и 
другие объекты насыщены радиоэлектронной аппаратурой, размещенной в 
ограниченном объеме. Это остро ставит вопросы ЭМС. Проблематика 
ЭМС разрабатывается экспериментальными и теоретическими средствами. 
 
 171 
ЛАБОРАТОРНЫЕ РАБОТЫ 
 
Лабораторная работа 1. 
Измерение параметров линий передач и нагрузок 
 
1.1. Цель работы: измерение основных параметров линий передач 
и нагрузок с помощью измерительной линии и автоматического измерите-
ля Р2-61. 
 
1.2. Теоретические сведения 
Линией передачи или фидером называется устройство, направляю-
щее электромагнитную энергию к нагрузке. Фидеры осуществляют кана-
лизацию электромагнитных волн, выполняют предварительную частотную 
фильтрацию сигналов, обеспечивают правильный режим работы входных 
и выходных цепей передатчика и приемника, могут содержать вращаю-
щиеся сочленения и коммутирующие цепи, устройства контроля функцио-
нирования системы, устройства управления положением луча антенны в 
пространстве и поляризацией радиоволн [24]. 
Для обеспечения нормальной работы линий передач необходимо вы-
полнить следующие требования: 
1. Устранение так называемого «антенного эффекта» – сведение к 
минимуму паразитного излучения фидера. 
2. Минимизация амплитудно-частотных и фазочастотных искажений 
сигналов. 
3. Фидер должен обладать минимальными потерями энергии. 
4. Должна обеспечиваться высокая электрическая прочность тракта. 
5. Обеспечение высокой механической прочности тракта. 
6. Передача энергии волны только основного типа – доминантного. 
7.Обеспечение широкополостности  линии передачи. 
Одним из наиболее важных вопросов при выборе линии передач яв-
ляется вопрос согласования, то есть обеспечения такого режима передачи 
энергии, при котором отсутствует отражение и в фидере распространяется 
только бегущая волна. Согласованный режим передачи энергии обладает 
рядом преимуществ: 
1. Коэффициент полезного действия линии имеет максимальное  
значение. 
2. Отсутствие рассогласования в диапазоне частот обеспечивает по-
стоянство входного сопротивления линии в этом диапазоне. Если при этом 
входное сопротивление линии согласованно с внутренним сопротивлением 
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генератора, то такой режим является оптимальным, то есть соответствует 
режиму отдачи в нагрузку максимальной мощности. 
3. Согласованный режим обеспечивает возможность передачи по ли-
нии максимальной мощности при заданной величине электрической проч-
ности диэлектрика фидера. 
Волновое сопротивление фидера определяется по формуле: 
/вZ U I= ,                                                (1.1) 
где  U, I – соответственно напряжение  и ток в линии передачи. 
Если входное сопротивление нагрузки не равно волновому сопро-
тивлению линии передачи, то энергия падающей волны поглощается на-
грузкой лишь частично. Оставшаяся часть в виде отраженной волны рас-
пространяется в обратном направлении. В этом случае говорят, что нагруз-
ка не согласована с генератором. Напряженность электрического поля в 
произвольном сечении фидера (рис. 1.1) на расстоянии Z от конца линии 
равна сумме падающей и отраженной волн: 
(1 / ) (1 )пад отр пад отр пад падE E Е Е Е E Е Г= + = + = + ,              (1.2) 
где  Г означает комплексный коэффициент отражения по напряжению 
электрического поля в произвольном сечении волновода. 
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Здесь Е0отр, Е0пад – соответственно напряженности электрического поля от-
раженной и падающей волн в конце фидера (при Z = 0); 
Г  – модуль коэффициента отражения в конце линии передачи; 
0ϕ  – фаза коэффициента отражения при Z = 0; 
2 /k = pi λ  – волновое число. 
 
 
Рис. 1.1. Фидер, нагруженный на сопротивление нагрузки Zн 
 
Коэффициент отражения связан с сопротивлениями Zн и Zв следую-
щей зависимостью: 
н в
н в
Z Z
Г
Z Z
−
=
+
.                                               (1.4) 
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Рассматривая (1.4), можно выделить следующие характерные случаи: 
1) Zн = Zв, Г = 0, то есть в линии, нагруженной на сопротивление, 
равное волновому, отражение волны отсутствует. В фидере распростра-
няется только бегущая волна – достигнут согласованный режим работы. 
2) Zн = 0, Г = – 1, то есть при коротком замыкании отраженная волна 
напряжения по амплитуде равна падающей и находится в противофазе с 
ней, поэтому коэффициент отражения равен – 1. В линии возникает стоя-
чая волна (рис. 1.2). 
3) Zн = ∞, Г = 1, то есть при разомкнутой линии отраженная волна 
напряжения синфазная и также по амплитуде равна падающей, поэтому 
коэффициент отражения равен 1. в линии также возникает стоячая волна. 
4) для всех остальных случаев энергия частично поглощается в на-
грузке, а частично отражается обратно к генератору. Коэффициент отра-
жения находится между –1 и 1. В линии устанавливается режим смешан-
ных волн (рис. 1.3).  
 
 
Рис. 1.2. Стоячая волна в фидере 
 
 
Рис. 1.3. Режим смешанных волн в фидере 
 
Под стоячей волной принято понимать периодическое изменение 
амплитуды напряженности магнитного поля (тока), вызванное интерфе-
ренцией падающей и отраженной волн одинаковой амплитуды. 
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Для стоячей волны характерно следующее: 
1) Амплитуда напряжения и тока стоячей волны вдоль линии меня-
ется по гармоническому закону; 
2) В точках, где ( )
2
12 pi⋅−=⋅ nzk , амплитуда напряжения равна 0 и эти 
точки называются узлами; 
3) В точках, где nzk ⋅=⋅ pi , амплитуда напряжения максимальна и 
равна 2Um; эти точки принято называть пучностями; 
4) В точках, где присутствует узел напряжения, находится пучность 
тока и наоборот; 
5) Расстояние между соседними пучностями и соседними узлами 
равно половине длины волны передаваемых колебаний 
2
λ
. 
Режим смешанных волн (частично стоячая волна) образуется в 
результате интерференции отраженной и падающей волн неравных ам-
плитуд. 
На практике для характеристики режимов линий передач использу-
ются коэффициенты стоячей волны (КСВ) и бегущей волны (КБВ): 
max
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= = =
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−
                             (1.5) 
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1
1
ГU
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U Г
−
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+
                                          (1.6) 
Здесь Umax и  Umin – соответственно амплитуды напряжения в пучно-
стях и узлах линий передачи. 
Как следует из формул (1.5), (1.6), КСВ может изменяться в пределах 
от 1 до ∞, а КБВ – от 0 до 1. В согласованном режиме КБВ = КСВ = 1. В 
реальных трактах сверхвысоких частот по ряду причин (частотная зависи-
мость сопротивления нагрузки, добавочные отражения от нерегулярно-
стей) режим идеального согласования линий передач оказывается недос-
тижимым. Поэтому в технических условиях оговаривается наименьшее 
допустимое значение КБВ как для нагрузок, так и для линии передачи в 
целом. Обычно ориентируются на допустимое значение КБВ не ниже 0,7 – 
0,8, хотя встречаются случаи (например, в линиях питания коротковолно-
вых антенн, когда допустимый КБВ снижается до 0,3 – 0,4). 
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Входное сопротивление линии передачи (рис. 1.1) определяется по 
формуле: 
tgkZ
Z
Zj
tgkZjZZ
I
UZ
в
н
вн
вх
вх
вх
+
+
==
1
,                                      (1.7) 
где  Uвх, Iвх – соответственно напряжение и ток на входе фидера; 
Z – длина фидера. 
Входное сопротивление и коэффициент отражения связаны формулой: 
Г
ГZZ ввх
−
+
⋅=
1
1
.                                            (1.8) 
Обычно рассматривают нормированное сопротивление Z*, опреде-
ляемое следующим образом: 
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==
1
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.                                          (1.9) 
Выражение (1.9) позволяет определить нормированное входное со-
противление в любом сечении фидера по известному коэффициенту от-
ражения. Поскольку при перемещении по линии передачи коэффициент 
отражения изменяется периодически, то нормированное сопротивление 
также изменяется по периодическому закону. Оно имеет максимальную 
величину в точках максимума электрической напряженности и является 
активным. 
Численно оно равно КСВ: 
КСВ
Г
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1
max
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max
*
.                                 (1.10) 
В тех сечениях, где находятся минимумы электрической напряжен-
ности, нормированное сопротивление, также являясь активным, имеет ми-
нимальное значение, численно равное КБВ: 
КБВ
Г
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.                                 (1.11) 
В промежуточных точках между максимумами и минимумами нор-
мированное сопротивление состоит из суммы активного и реактивного со-
противлений: 
Г
ГjXRZ
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+
=+=
1
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.                                      (1.12) 
На практике вместо расчета по формуле (1.12) часто пользуются 
графическими методами расчета с использованием круговой диаграммы 
полных сопротивлений А. А. Вольперта. 
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1.3. Описание измерительной установки 
Измерение с помощью измеритель-
ной линии: 
 
1. Генератор сигналов. 
2. Развязывающее устройство. 
3. Измерительная линия. 
4. Измеряемая нагрузка. 
5. Детектор. 
6. Измерительный прибор. 
 
 
 
КСВ определяют по формуле:  
max
minI
IKCB = ,                                            (1.13) 
где  max min,I I  – соответственно максимальное и минимальное показания 
индикаторного прибора.  
Формула основана на предположении, что выпрямленный ток, про-
текающий через индикаторный прибор, пропорционален квадрату напря-
женности поля Е
2
 в линии. 
Для правильного определения параметров линии передачи необхо-
димо определить квадратичный участок характеристики диода, то есть 
участок, где 2I E∼ . 
Градуированная характеристика снимается следующим образом.  
Выход измерительной линии закорачивают и снимают зависимость 
показаний индикаторного прибора от перемещения диода вдоль линии 
( )I f zα = =  на расстояние / 4α от минимального до максимального показа-
ния индикатора. 
Относительная напряженность электрического поля при стоячей 
волне в фидере может выражаеться соотношением: 
( )max2sin 1E Epiα= Ζ = .                                       (1.14) 
Вычисляя для различных Z относительную напряженность и опреде-
ляя по графику соответствующие значения α , строят градуированную ха-
рактеристику детектора измерительной линии ( )f Eα = .  Прямолинейный 
участок этого графика определяет зону действия квадратичного закона. 
Для измерения полного сопротивления нагрузки линия предварительно ка-
либруется. Для этого на выход подключается нагрузка с постоянной фазой. 
1 2 3  4 
5 
6 
Рис.1.4. Измерение параметров  
фидеров с помощью  
измерительной линии 
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Непосредственно в плоскости короткого замыкания (или через 2nλ  где 
n=1,2,...) фаза коэффициента отражения будет равна 180°. С этим извест-
ным значением фазы коэффициента отражения сравнивается фаза контро-
лируемой нагрузки: 
а) находится местоположение узла стоячей волны при короткозамк-
нутой нагрузке (условно конец линии); 
б) подключается нагрузка и находится расстояние х от условного 
конца линии до первого минимума напряжения в направлении к генера-
тору; 
в) определяется длина волны с помощью измерительной линии. Зна-
чение полного сопротивления определяется но формуле: 
( ) ( )2
2 2 2
1 1
l
KCB tg kx tgkx KCB
Z Z
KCB tg kx KCB tgkx
 +
−
 = +
+ +  
.                         (1.15) 
Значение полного сопротивления может быть определено по зна-
чениям  КСВ  и  X  по диаграммам полных сопротивлений следующим 
образом:  
1. Рассчитывается относительное расстояние от минимума до опор-
ной точки (условного конца линии): 
* 1 2x xxl λ λ
−∆ = = ,                                           (1.16) 
где  1 2,x x  – соответственно расстояние от опорной точки до узла напря-
женности электрического поля при короткозамкнутой и исследуемой на-
грузках. 
2. По шкале относительных расстояний, нанесенных по единичной 
окружности, перемещаются на расстояние *l∆  против часовой стрелки, 
если опорная точка смещена относительно минимума в сторону нагруз-
ки, и по часовой стрелке, если опорная точка смещена в сторону генера-
тора. Все операции выполняются относительно точки 0 (самая верхняя 
точка диаграммы). 
3. Найденная  точка  соединяется  пряной  линией  с  центром  диа-
граммы. 
Точка пересечения прямой с окружностью измеренного КСВ опреде-
ляет нормированное полное сопротивление нагрузки. По сетке активных и 
реактивных сопротивлений находятся R* и X*. 
4. По формуле (1.9) определяется сопротивление Zвх, зная волновое 
сопротивление линии передачи. 
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В настоящее время на практике чаще изме-
ряют КСВ с помощью автоматического измерите-
ля (рис. 1.5). 
1. Генератор качающейся частоты. 
2. Индикатор. 
3. Детектор направленный «Падающая». 
4. Детектор направленный «Отраженная». 
5. Измеряемая нагрузка.  
 
 
1.4. Задание и порядок выполнения работы 
1. Ознакомиться с аппаратурой измерительной установки, описанием 
и инструкцией по эксплуатации измерительных приборов. 
2. Собрать схему измерительной установки согласно (рис. 1.4) и 
снять детекторную характеристику выпрямительного диода ( )f Eα = . Оп-
ределить квадратичный участок. 
3. Определить КСВ нагрузок, указанных преподавателем, и для од-
ной из них снять зависимость ( )KCB fψ= . 
4. Определить длину волны 0λ  с помощью измерительной линии. 
5. Определить коэффициенты отражения от нагрузок, используя 
формулу (1.5). 
6. Определить полное сопротивление нагрузок, указанных препода-
вателем, с помощью измерительной линии по формуле (1.15) и по диа-
грамме полных сопротивлений. Сравнить полученные результаты. 
7. Собрать схему измерительной установки согласно (рис. 1.5) и 
снять зависимость ( )KCB fψ=  для нагрузок, указанных преподавателем. 
Сравнить с данными, полученными в 3. 
 
1.5. Содержание отчета 
1. Цель работы. 
2. Начертить структурные схемы измерения параметров фидеров  
и нагрузок с помощью измерительной линии и автоматического измерите-
ля P2-61. 
3. Привести таблицы экспериментальных данных. 
4. Начертить графики ( )f Eα = , ( )KCB fψ= . 
5. Рассчитать коэффициенты отражения и полные сопротивления  
нагрузок. 
6. Сделать выводы о проделанной работе. 
Рис. 1.5. Измерение КСВ  
с помощью автоматического  
измерителя Р2-61 
3 
1 2 
 5 4 
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1.6. Контрольные вопросы 
1. Определение и назначение фидеров. 
2. Требования к фидерам. 
3. Преимущества согласованного режима линии передачи. 
4. Параметры фидеров. 
5. Режимы работы линий передач. 
6. Чем характеризуются стоячие и смешанные волны? 
7. Методика определения основных параметров фидеров и нагрузок. 
8. Круговая диаграмма сопротивлений. 
9. Что такое квадратичный участок детекторной характеристики диода? 
 
 
 
Лабораторная работа 2. 
Исследование прямоугольного волновода 
 
2.1. Цель работы: экспериментальное исследование структуры поля 
и основных параметров доминантной волны в прямоугольном волноводе, 
измерение параметров волноводов с помощью измерительных линий. 
 
2.2. Теоретические сведения 
При переходе от радиочастот в область СВЧ происходят специфиче-
ские изменения в линиях передачи электромагнитной энергии. Примене-
ние обычных двухпроводных линий в этом диапазоне становится невоз-
можным из-за сильного проявления «антенного эффекта». Переход от та-
ких линий передачи открытого типа к полым волноводам можно просле-
дить по рис. 2.1. 
 
Рис. 2.1. Переход от линий передачи отрытого типа к волноводам. 
 
Если к обычной двухпроводной линии подсоединить в точках АВ 
короткозамкнутый шлейф длиной / 4λ  слева и справа, то он не нарушит 
режим роботы фидера, потому что входное сопротивление такого шлейфа 
равно бесконечности. Подключая такие линии по всей длине фидера, по-
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лучим замкнутую поверхность, которая и называется волноводом. В зави-
симости от формы поперечного сечения различаются прямоугольные, 
круглые, Н-образные, П-образные, коаксиальные, эллиптические и другие 
виды волноводов. 
Применение волноводов в технике СВЧ дециметрового, сантиметро-
вого и милимитрового диапазона волн объясняется их несомненными пре-
имуществами перед линиями передачи открытого типа:  
– отсутствием антенного эффекта;  
– незначительной величиной коэффициента затухания из-за малой 
плотности поверхностных токов проводимости и обычно используемого на 
практике воздушного диэлектрического заполнения; 
– более равномерным распределением напряженности поля по попе-
речному сечению волновода, что позволяет существенно увеличить уро-
вень передаваемой энергии; 
– простотой конструкции и однородностью линии передачи по длине. 
По сравнению с открытыми и коаксиальными линиями передачи в 
прямоугольных волноводах не распространяется поперечная электромаг-
нитная волна (Т-волна), для которой характерно 0, 0.E H= =  
Наличие только одного замкнутого проводника приводит к тому, что 
в волноводах возможно распространение волн, которые обязательно долж-
ны иметь продольную составляющую магнитного поля (Н-волны, для ко-
торых Ef = 0) или продольную составляющую электрического поля  
(Е-волны, для которых Н = 0). В отличие от Т-волн, Н- и Е-волны облада-
ют дисперсией, то есть параметры этих волн зависят от частоты (длины 
волны). Причем существует частота: 
kp
kp
cf λ= ,                                                (2.1) 
где  с – скорость света; 
kpλ  –критическая длина волны, ниже которой передача энергии в 
волноводе невозможна.  
Критическая длина волны определяется по формуле: 
( )
2 2
2
,kp a b
m n
a b
λ = >
   
+   
   
,                                   (2.2) 
где а – размер широкой стенки волновода; 
b – размер узкой стенки волновода; 
m, n – число полупериодов распределения волны по осям X и У соот-
ветственно. Волны в прямоугольном волноводе обозначаются Нmn и Еmn. 
Числа m и n называют индексами данного типа колебаний. 
 181 
Чем меньше длина волны возбуждающего генератора, тем больше типов 
волн она может возбудить в данном волноводе. Наибольшую критическую 
длину волны в прямоугольном волноводе имеет волна Н10 (рис. 2.2). Она и яв-
ляется доминантной (основным типом волны). Все другие типы волн, имею-
щие меньшие критические длины волн, называются высшими типами. 
 
 
 
Распределение электрического и магнитного полей в поперечном и 
продольном сечениях прямоугольного волновода на волне НI0 показано на 
(рис. 2.3). 
 
Рис. 2.3. распределение электрического и магнитного полей в поперечном  
и продольном сечениях прямоугольного волновода на волне НI0 
Для того чтобы в волноводе могла распространяться только доми-
нантная волна НI0, необходимо выполнить условие: 
0. IB T kpH
λ λ λ< <
                                             (2.3) 
где  
.B Tλ  – длина волны высших типов волн;  
λ
 – длина волны основного типа колебаний, распространяющихся в 
волноводе;  
0IkpH
λ
 – критическая длина волны НI0.  
Рис. 2.2. Структура поля волны НI0: 
E

 – силовые линии электрического 
поля; H

 – силовые линии  
магнитного поля
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Волна НI0 в прямоугольном волноводе обладает многими положи-
тельными свойствами: 
а) устойчивость плоскости поляризации; 
б) отсутствие высших типов волн в широком диапазоне частот; 
в) независимость критической частоты от одного из размеров (высо-
ты) волновода; 
г) высокая электрическая прочность; 
д) малое затухание α в стенках волновода. 
Особенности структуры и процесса распространения доминантной 
волны, физическую сущность основных параметров можно объяснить с 
помощью концепции парциальных волн, впервые высказанной Брюэлен-
ном. В соответствии с этим принципом распространение волны в волново-
де следует рассматривать как суперпозицию двух однородных плоских 
волн, многократно отражающихся от параллельных плоскостей (узких сте-
нок волновода) под углом θ  (рис. 2.4). 
С уменьшением частоты этот угол уменьшается, а при kpf f=  про-
цесс распространения прекращается. 
На (рис. 2.5) штрихпунктирными линиями показаны направления 
распространения 1-ой и 2-ой волн, сплошными линиями изображены по-
ложения гребней, а штриховыми – впадины обеих волн в фиксированный 
момент времени 
 
 
 
Рис. 2.4. Распространение  
плоской волны в волноводе 
 
 
Рис. 2.5. Суперпозиция волн в волноводе 
 
При наложении гребней одной волны и впадин другой суммарное 
поле обращается в ноль (точки А и С); при наложении гребней и впадин 
обеих волн в данной точке (D и F) наблюдается максимум поля. 
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Распространение электромагнитной волны в волноводе характеризу-
ется фазовой ϑΦ  и групповой rpϑ  скоростями. Фазовая скорость это ско-
рость, с которой распространяется фазовый фронт (плоскость, перпенди-
кулярная направлению распространения волны). За время t∆  фазовый 
фронт переместится на расстояние l∆  со скоростью с, а гребень волны – на 
расстояние Z∆  вдоль стенки волновода. Следовательно, 
sin sin
Z l c
c
t t
ϑ
θ θΦ
∆ ∆
= = = >
∆ ∆
.                                   (2.4) 
Скорость переноса энергии или групповая скорость rpϑ , определяется 
как проекция скорости с на ось Z : 
sinrp c cϑ θ= < .                                              (2.5) 
ϑΦ  и rpϑ  также определяются: 
2 2
2 2
11
1 1
kp
kp
kp
rp
kp
c c
f
f
f
c c f
ϑ
λ
λ
λϑ λ
Φ = =
   
−
−        
   
= − = −   
   
                               (2.6) 
Здесь λ
 
– длина волны в свободном пространстве. 
Зависимость скоростей ϑΦ  и rpϑ в волноводе от частоты показана на 
(рис. 2.6) 
 
Длина волны в волноводе больше длины волны в свободном про-
странстве 
2 2
11
в
kp
kp
f
f
λ λλ = = > λ
   λ
−
−     λ   
.                             (2.7) 
Режим работы волновода зависит от характера подключенной к нему 
нагрузки. Если сопротивление нагрузки равно волновому сопротивлению 
Рис. 2.6. Зависимость  
скоростей ϑΦ  и rpϑ   
в волноводе от частоты 
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волновода HZ , то в нем будет существовать режим бегущий волны. HZ  оп-
ределяется по формуле: 
2
120
1
H
kp
Z pi
λ λ
=
 
−  
 
                                            (2.8) 
При сопротивлении нагрузки, равном нулю или бесконечности, в 
волноводе существует режим стоячей волны. При различном значении 
волнового сопротивления волновода и сопротивления нагрузки в волново-
де возникает режим смешанной волны. 
Создание в волноводе данного типа волы (возбуждение электромаг-
нитного поля) осуществляется с помощью штыря, петли и отверстий связи 
(рис. 2.7). 
 
 
Рис. 2.7. Возбуждение волн в волноводах 
 
Коаксиальный кабель от генератора заканчивается в волноводе шты-
ревой антенной или петлей. Связь волновода непосредственно с генерато-
ром либо с другим волноводом может осуществляться с помощью целей и 
отверстий в стенках волновода. Для этого, прежде всего, необходимо уста-
новить структуру поля волны, которую желательно возбудить. Возбуди-
тель располагается в максимуме соответствующей компоненты поля. Так, 
штыревые антенны должны быть направлены вдоль вектора напряженно-
сти электрического поля и установлены в таких точках, где это поле мак-
симально. Соответственно, при возбуждении витком последний следует 
располагать в волноводе в точках, где напряженность магнитного поля 
возбуждаемой волны максимальна, а силовые линии ее перпендикулярны 
плоскости витка. 
На (рис. 2.7, б) приведена конструкция элемента связи для возбужде-
ния волны 0IH  в виде штыря. Он расположен в середине широкой стенки 
волновода ( / 2)xI a=  в максимуме поля Еу, штырь расположен на расстоя-
нии ( 4ZI λ= ) от короткозамкнутого (КЗ) конца волновода. В этом случае 
волна, двигаясь от штыря к КЗ, отражается от него и складывается в фазе с 
волной, излученной штырем и распространяющейся вдоль оси Z. Синфаз-
ность волн достигается тем, что обратная волна проходит отрезок в пол-
волны (набег pi ), да еще меняется по фазе на угол pi  при отражении. 
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2.3. Измерительная установка 
Измерение параметров волноводов осуществляется с помощью из-
мерительной установки, изображенной на рис 2.8. 
 
1. Генератор СВЧ. 
2. Развязывающее устройство. 
3. Волновод. 
4. Измерительная линия. 
5. Нагрузки. 
6. Детектор. 
7. Индикатор. 
 
Сигнал с выхода генератора СВЧ (1) через развязывающее устройст-
во (2) поступает в прямоугольный волновод (3). Основным элементом схе-
мы является волноводная измерительная линия (4), к которой подключа-
ются исследуемые нагрузки (5). 
Распределение электрического поля в линии исследуется с помощью 
зонда, введенного через щель в полноводной линии и передвигаемого 
вдоль волновода. Напряжение, наводимое в зонде, детектируется устрой-
ством (6) и подается на измерительный прибор (7). При квадратичной, ха-
рактеристике детектора напряженность электрического поля: 
E A I= ,                                                  (2.9) 
где  А – коэффициент пропорциональности;  
I – отклонение измерительного прибора. 
Длина волны в волноводе определяется как удвоенное расстояние меж-
ду соседними максимумами и минимумами электрической напряженности. 
 
2.4. Задание и порядок выполнения работы 
1. Ознакомиться с аппаратурой измерительной установки, описанием 
и инструкцией по эксплуатации измерительных приборов. 
2. Собрать схему измерительной установки согласно (рис. 2.8) и снять 
детекторную характеристику выпрямительного диода ( )f Eα =  по методике, 
изложенной в лабораторной работе 1. Определить квадратичный участок. 
3. Закрыть конец волновода металлической заглушкой. Снять рас-
пределение напряженности поля по длине волновода. Измерить длину 
волны в волноводе Bλ . Убедиться, что в короткозамкнутом волноводе ус-
танавливается чисто стоячая волна. 
4. Измерить размер поперечного сечения волновода a b×  и по форму-
ле (2.2) определить критическую длину волны  kpλ . 
Рис. 2.8. Измерительная установка 
1 2 3 4 5 
6 
7 
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5. Используя условие (2.3) и формулу (2.2), определить ближайшие 
высшие типы волн. Определить условие существования доминантной волны.  
6. Используя формулу (2.7), определить длину волны возбуждающе-
го генератора. Сравнить полученное значение с показаниями частоты ге-
нератора, используя формулу перевода частоты в длину волны (2.1). 
7. Снять зависимость ( )rp fϑ ψ=  и ( )fϑ ψΦ =  для частот, указанных 
преподавателем, используя соотношения (2.6). 
8. Снять зависимость волнового сопротивления волновода от часто-
ты ( )HZ fψ= , используя формулу (2.8). 
9. Снять заглушку и исследовать изменение напряженности электриче-
ского поля при открытом конце волновода. Определить КСВ, воспользовав-
шись графиком градуировочной кривой детектора и используя формулу (1.13). 
 
2.5. Содержание отчета 
1. Цель работы. 
2. Начертить структурную схему измерительной установки.  
3. Привести таблицы экспериментальных данных и результаты рас-
четов параметров волноводов. 
4. Начертить графики ( )rp fϑ ψ= , ( )fϑ ψΦ = , ( )HZ fψ= , ( )f Eα =  
5. Сделать выводы о проделанной работе.  
 
2.6. Контрольные вопросы 
1. Недостатки двухпроводных линий передачи. 
2. Как осуществляется переход от двухпроводных фидеров к волноводам? 
3. Виды волноводов. 
4. Преимущества и недостатки волноводов по сравнению с линиями 
передачи открытого типа. 
5. Типы волн в прямоугольном волноводе. 
6. Что такое критическая длина волны? 
7. Основной тип волны в прямоугольном волноводе.  
8. Структура поля НI0. 
9. Распределение электрического и магнитного полей волны НI0 
вдоль осей координат.  
10. Условие существования волн в волноводе. 
11. Концепция парциальных волн. 
12. Фазовая, групповая скорости волн в волноводе. 
13. Режимы работы волноводов. 
14. Возбуждение волн в волноводах. 
15. Методика измерения параметров волноводов. 
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Лабораторная работа 3. 
Измерение параметров коаксиальных кабелей 
 
 
3.1. Цель работы: измерение параметров кабелей с помощью при-
бора Р5-8. 
 
 
3.2. Теоретические сведения 
Коаксиальные кабели (рис. 3.1) находят 
широкое применение в качестве линий передач в 
диапазоне волн от 10 м до 3 – 5 см. 
Они состоят из одножильного и много-
жильного внутреннего проводника, окруженного 
слоем эластичного диэлектрика (полиэтилен, 
фторопласт и др.), поверх которого располагает-
ся внешний проводник в виде металлической оплетки. Для защиты от 
внешних воздействий сверху оплетки располагается еще одна диэлектри-
ческая оболочка. Коаксиальные линии передачи могут также выполняться 
в виде жестких конструкций из металлических трубок, закрепленных одна 
в другой с помощью диэлектрических шайб или металлических изолято-
ров. В технике СВЧ коаксиальные фидеры часто называет коаксиальными 
волноводами. 
Волновое сопротивление кабеля, определяется по формуле: 
)lg(138
d
DZ
r
r
в ⋅= ε
µ
,                                          (3.1) 
где  
rµ  – относительная магнитная проницаемость диэлектрика кабеля;  
rε  – относительная диэлектрическая проницаемость диэлектрика кабеля;  
dD,  – соответственно внутренний диаметр внешнего проводника и 
диаметр внутреннего проводника кабеля. 
Коэффициент затухания в коаксиальном кабеле (дБ/м) в общем слу-
чае обусловлен потерями в проводниках Mβ  и в диэлектрике Дβ  
ДM βββ += .                                               (3.2) 
Составляющие потерь определяются по формулам 
r
r
S
M
d
D
d
DR
µ
εβ ⋅
+
=
)ln(
)1(3,2
;                                     (3.3) 
Рис. 3.1. Коаксиальный 
кабель 
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λ
δεβ )(2730 tgrД = .                                         (3.4) 
Здесь SR  – удельное сопротивление квадрата поверхности проводника;  
)(δtg  – тангенс диэлектрических потерь среди заполнения кабеля;  
λ  –длина волны электромагнитного колебания (см). 
SR  определяется по формуле: 
λ
µМ
S АR 045,0= ,                                           (3.5) 
где  Мµ  – относительная магнитная проницаемость металла; 
M
CMA δ
δ
=  – коэффициент, учитывающий отличие проводимостей ме-
тала проводника Mδ  от проводимости меди Cuδ . 
Коэффициент затухания не зависит от размеров и форм поперечного 
сечения линии, а определяется только параметрами диэлектрика и рабочей 
длинны волны. Коэффициент затухания Mδ , напротив, зависит от размеров 
проводников, и поэтому следует выяснить, при каком соотношении потери в 
проводниках минимальны. Анализ показывает, что Mδ  минимален при 
6.3=
d
D
, что соответствует волновому сопротивлению 77 Ом при воздушном 
заполнении линии. В целом зависимость относительного коэффициента зату-
хания 
minM
M
β
β
от отношения 
d
D
 имеет довольно плавный характер (рис. 3.2). 
 
 
Рис. 3.2. Зависимость )(
min d
Df
M
M
=β
β
 для коаксиального кабеля 
 
По коаксиальному кабелю может передаваться энергия на любых 
частотах, включает частоту постоянного тока. Последнее означает, что в 
коаксиальной линии могут возбуждаться статические поля, отличительной 
особенностью которых является отсутствие продольных составляющих, то 
есть поля Т-волн. Структура этих полей относится к нижним (рабочим) 
волнам в коаксиальной линии (рис. 3.3, а). 
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Рис. 3.3. Структура полей  
в коаксиальном кабеле:  
а) для Т-волн;  
б) для волн HII 
 
 
Рабочий диапазон коаксиальных кабелей ограничен со стороны вы-
соких частот возможным возбуждением в коаксиальном волноводе, явля-
ется волна HII, сходная с волной HII в круглом волноводе. Структуры поля 
волны HII  в плоскости поперечного сечения приведены на рис. 3.3, б. Кри-
тическая длина волны типа HII определяется формулой: 
2
dD
КР
+
≈ piλ .                                              (3.6) 
Уменьшение размеров поперечного сечения коаксиального кабеля, 
необходимое для расширения частотного диапазона, ограничивается уве-
личением тепловых потерь, уменьшением электрической прочности и ус-
ложнением технологии изготовления. 
Пробой коаксиального кабеля наступает при таком напряжении, ко-
гда максимальная напряженность электрического поля в линии достигает 
значения Eпр. 
)ln(1015 3
d
DdU пр ⋅⋅⋅=                                          (3.7) 
Максимум пробивного напряжения наступает при 718,2== e
d
D
. Это 
соответствует волновому сопротивлению ZВ
 
= 60 Ом. 
Предельная мощность, передаваемая по коаксиальному кабелю, мо-
жет быть вычислена по формуле: 
480/)ln(22
d
DdEP rпрпр ε= .                                     (3.8) 
Максимум этой зависимости наступает при D / d = 1,65, что соответст-
вует ZВ
 
= 30 Ом. Если коаксиальная линия заполнена диэлектриком, но не 
принято специальных мер к удалению воздушных включений, разряд начи-
нается в тонкой воздушной пленке на границе между диэлектриком и внут-
ренним проводником, где пробивная напряженность снижается в ε  раз. 
Из вышеизложенного видно, что оптимальные размеры коаксиаль-
ных кабелей находятся вблизи волнового сопротивления ZВ
 
= 50 Ом, кото-
рое принято стандартом. Кроме того, широко используется коаксиальные 
волноводы и коаксиальные кабели с волновым сопротивлением 75 Ом, что 
объясняется применением в антенных устройствах симметричных полу-
волновых вибраторов, имеющих входное сопротивление 75 Ом. При пита-
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нии вибраторов через 75-омный коаксиальный волновод не требуются до-
полнительные согласующие устройства. Однако более тонкий внутренний 
провод 75-омного кабеля затрудняет создание надежных соединителей и 
внутренних проводов без прогибов. 
Сечение коаксиальных волноводов может быть и другой формы, на-
пример, прямоугольной. Основными достоинствами коаксиальных волно-
водов являются широкополосность, отсутствие паразитного излучения и 
возможность их изготовления в виде гибких коаксиальных кабелей. К чис-
лу основных недостатков относятся большое затухание, малая электриче-
ская прочность и сложность конструкции. Коаксиальные волноводы чаще 
всего применяются в виде коаксиальных кабелей для соединения узлов и 
блоков радиоаппаратуры. Жесткие конструкции коаксиальных волноводов 
применяются для передачи больших мощностей в метровом диапазоне 
волн, где они могут иметь достаточно большие размеры поперечного сече-
ния и обеспечивать необходимую электрическую прочность.  
Принцип измерения неоднородности кабеля заключается в том, что в 
исследуемую линию посылаются короткие импульсы (зондирующие им-
пульсы), которые, распространяясь по линии, частично или полностью от-
ражаются от неоднородностей волнового сопротивления. 
Сигналы, отраженные от неоднородностей волноводного сопротив-
ления, будут смещены во времени относительно зондирующего импульса в 
зависимости от расстояния до неоднородности, то есть запаздывание от-
раженного импульса по отношению к зондирующему импульсу пропор-
ционально расстоянию до неоднородности волнового сопротивления 
VTlx ⋅= 2
1
,                                              (3.9) 
где  lx – расстояние до неоднородности; 
T – время запаздывания отраженного сигнала; 
V – скорость распространения электромагнитной волны в кабеле 
(паспортная величина для данного типа кабеля). 
Величина неоднородности водного сопротивления характеризуется 
коэффициент отражения (отношением амплитуд отраженного ОМU  и зон-
дирующего ЗИU ) 
В
В
ЗИ
ОМ
ZZ
ZZ
U
U
Г
+
−
==
1
1
,                                         (3.10) 
где  Г – коэффициент отражения; 
1Z  – волновое сопротивление в месте повреждения; 
ВZ  – номинальное волновое сопротивление линии. 
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Таким образом, величина коэффициента отражения зависит только 
от соотношения между сопротивлением в месте повреждения и волновым 
сопротивлением линии. Определив коэффициент отражения, можно вы-
числить величину неоднородности. 
По закону коэффициента отражения, то есть по полярности отражен-
ного сигнала относительно зондирующего импульса, можно судить о ха-
рактере неоднородности – отраженный импульс сохраняет свой знак при 
увеличенном сопротивлении в месте отражения относительно волнового 
сопротивления линии и меняет свой знак при уменьшенном сопротивлении 
в месте отражения. 
При коэффициенте отражения, равном нулю, имеется полное согласо-
вание линии по волновому сопротивлению и отражение импульса отсутству-
ет. При коэффициенте отражения, равном единице (предельное значение), 
происходит полное отражение зондирующего импульса, причем если 1+=Г , 
то в цепи холостой ход, если 1−=Г , то в цепи короткое замыкание. 
В основу измерений параметров кабеля положен импульсный метод. 
Измерение времени запаздывания отраженного импульса относительно 
зондирующего производиться с помощью калиброванной временной за-
держки, которая в процессе поиска неоднородности может выбираться 
оператором для измерений в любой точке импульсной характеристики ка-
беля от нулевого значения (момент генерирования зондирующего импуль-
са) до Тзад макс. В момент, определяемый задержкой, производится измере-
ние мгновенного значения напряжении в линии. Измеренное мгновение 
значение напряжения преобразуется в постоянное и фиксируется стрелоч-
ным индикатором. Измеряя временную задержку по всему диапазону, 
можно воспроизвести по отдельным точкам всю импульсную характери-
стику кабеля. Показания шкалы временной задержки («Расстояние») опре-
деляет расстояние до неоднородности, которая фиксируется в данный мо-
мент индикатором. Показание индикатора соответствует отношению ам-
плитуд отраженного и зондирующего импульсов и определяет величину 
неоднородности. 
 
3.3. Измерительная установка 
 
1. Прибор для измерения не-
однородностей кабеля. 
2. Соединительный кабель. 
3. Испытуемый кабель. 
 
1 2 3 
Рис. 3.4. Схема измерительной установки 
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Исследование испытуемого кабеля на однородность волнового со-
противления проводится по следующей методике. Подключается к разъему 
«Выход-вход» основного блока измерительной установки соединительный 
кабель. К соединительному кабелю подключается испытуемый кабель. 
Возвращение стрелки индикатора в нулевое положение будет свидетельст-
вовать о согласовании входного сопротивления прибора и волнового со-
противления исследуемого кабеля. Если испытуемый кабель имеет волно-
вое сопротивление отличное от 75 Ом, то показание индикатора будет со-
ответствовать коэффициенту отражения в месте подключения испытуемо-
го кабеля. 
Временная задержка кабеля измеряется аналогично измерению рас-
стояния до неоднородности. При необходимости провести симметрирова-
ние кабелей по временной задержке производится измерение времени за-
держки каждого кабеля и их сравнение. 
Измерение коэффициента отражения кабеля производиться по сле-
дующей методике. 
Подключиться к разъему «Выход-вход» основного блока измери-
тельной установки соединительный кабель, к которому подсоединяется 
испытуемый кабель. 
Коэффициент отражения определяется по формуле: 
kmГГ п ⋅⋅= ,                                            (3.11) 
где  пГ  – показание индикатора «Коэффициент отражения»; 
m  – положение ручки «множитель»; 
k  – поправочный коэффициент, учитывающий затухание зондирую-
щего импульса в кабеле 
Коэффициент k  определяется по графику (рис. 3.5) в зависимости от 
показания шкалы «Расстояние». 
 
 
Рис. 3.5. График для определяемого поправочного коэффициента k  
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Положительное значение коэффициента отражения соответствует 
увеличению волнового сопротивления кабеля, отрицательное – уменьше-
нию волнового сопротивления кабеля от номинального значения. Значение 
коэффициента отражения, равное I+ , соответствует обрыву, а равное I−  
соответствует замыканию. Величина неоднородности определяется по 
формуле: 
В
В
В Z
ZГZZZ
−
⋅
=−=∆
1
2
1 .                                      (3.12) 
При распространении зондирующего импульса по кабелю его ампли-
туда уменьшается, и импульсы от одинаковой неоднородности в начале и в 
конце кабеля будут иметь разную амплитуду. Поэтому для определения 
коэффициента отражения необходимо учитывать величину погонного за-
тухания зондирующего импульса в кабеле. График (рис. 3.5) для определе-
ния поправочного коэффициента, учитывающего затухание зондирующего 
импульса в кабеле, составлен для кабелей с затуханием 0,1 дБ/м и 0,2 дБ/м 
на частотах 100 – 200 МГц. Если испытуемый кабель имеет другое значе-
ние затухания, то следует составить график определения поправочного ко-
эффициента для данного значения затухания кабеля. При отсутствии спра-
вочных данных величину затухания можно измерить прибором Р5-8. 
По известной величине погонного затухания для ряда значений рас-
стояния (10, 20, … м) вычисляется соответствующая величина поправоч-
ного коэффициента k  по формуле: 
10
lg lk −= β ,                                             (3.13) 
где  β  – величина затухания кабеля;  
l  – расстояние. 
Волновое сопротивление испытуемого кабеля определяете по формуле: 
75
1
1
1 ⋅
−
+
=
Г
ГZ .                                          (3.14) 
Величина затухания кабеля определяется по следующей методике. 
Подключается к разъему «Выход-вход» прибора соединительный ка-
бель с испытуемым кабелем. Выбирается необходимый диапазон измере-
ний и длительность зондирующего импульса. Величина затухания опреде-
ляется по формуле 
l
Г
llg10
=β .                                             (3.15) 
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Коэффициент укорочения волны в данном кабеле определяется по 
следующей методике. 
Подключается к разъему «Выход-вход» основного блока измеритель-
ной установки соединительный кабель с испытуемым кабелем. Произво-
диться отсчет коэффициента укорочения волны в кабеле по шкале «Укоро-
чение». Точность отсчета коэффициента укорочения волны определяется 
при этом только точностью, с которой была установлена геометрическая 
длина кабеля. 
В процессе измерений нужно проводить калибровку прибора по ка-
белю известной длинны. Она сводиться к измерению укорочения волны в 
кабеле. После определения укорочения волны можно производить измере-
ния на кабелях того же типа с высокой точностью при том же коэффици-
енте укорочении волны. При этом исключается погрешность за счет уста-
новки коэффициента укорочения. 
 
3.4. Задание и порядок выполнения работы 
1. Ознакомиться со структурной схемой измерительной установки. 
2. Проверить правильность соединения приборов, включить при-
боры и нагреть их в течение времени, указанного в техническом описа-
нии на прибор. 
3. Исследовать испытуемые кабели на однородность волнового со-
противления. 
4. Измерить временные задержки испытуемых кабелей. 
5. Измерить коэффициенты отражения заданных кабелей. 
6. Измерить волновое сопротивление испытуемых кабелей. 
7. Определить величину затухания исследуемых кабелей. 
8. Определить коэффициенты укорочения волн в заданных кабелях. 
9. Используя формулу (3.6) определить частотный диапазон одного 
из исследуемых кабелей. 
10. Используя формулы (3.7) и (3.8) определить для одного из иссле-
дуемых кабелей прU  и прP . 
 
3.5. Содержание отчета 
1. Цель работы. 
2. Структурная схема экспериментальной установки. 
3. Результаты экспериментальных исследований. 
4. Результаты расчетов. 
5. Выводы. 
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3.6. Контрольные вопросы 
1. Принцип измерения неоднородностей кабеля. 
2. Определение расстояния до неоднородностей кабелей (поврежде-
ний кабелей). 
3. Принципы измерения временной задержки кабелей, их симметри-
рование по временной задержке. 
4. Принцип измерения коэффициента отражения от неоднородностей. 
5. Цель калибровки диапазонов измерения расстояния. 
6. Как определяется величина затухания кабеля? 
7. Как определяется волноводное сопротивление кабеля? 
8. Как определяется коэффициент укорочения волны в кабеле? 
 
 
 
Лабораторная работа 4. 
Исследование способов согласования линии питания и нагрузки 
 
4.1 Цель работы: изучение способов согласования фидеров с нагруз-
кой, исследование наиболее распространенных способов согласования. 
 
4.2 Теоретические сведения 
Как отмечалось, режим бегущих волн соответствует режиму работы 
фидера, то есть при этом отсутствуют отраженные от нагрузки волны. Этот 
режим наиболее благоприятный и с точки зрения мощности, максимально 
допустимый для передачи по фидеру: 
KCBW
U
P
ф
пр
ДОП
⋅
=
2
,                                            (4.1) 
Здесь прU  – величина пробивного напряжения. 
Данное выражение показывает, что, во-первых, допустимая мощ-
ность максимальна в режиме бегущих волн ( KCB
 
= 1) и уменьшается с 
усилением стоячих волн (повышение KCB ); во-вторых, при увеличении 
KCB  для сохранения неизменной допустимой мощности ДОПP  требуется 
увеличить пробивное напряжение прU , но это влечет за собой удорожание 
конструкции фидера и рост диэлектрических потерь в его изоляции. 
Наличие стоячих волн в фидере приводит к появлению в его входном 
сопротивлении реактивной составляющей вхX , за счет чего вносится рас-
стройка в колебательную систему генератора, к которому подключен фи-
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дер. Это приводит к нестабильности частоты, и мощности генератора, к 
срыву генерации, к явлению «затягивания» частоты. 
Режим бегущих волн обладает также очень важным свойством – 
удобством измерений. Например, при смешанных волнах действующие 
значения напряжения и тока изменяются вдоль длины фидера, что ведет к 
затуханию измерений. 
Таким образом, согласованный режим работы фидеров наиболее 
благоприятен для линии передачи и установление этого режима имеет 
большое практическое значение. Для обеспечения режима бегущих волн 
включаются согласующие устройства (рис. 4.1). 
Согласующие устройство СУ2 предназначено для выравнивания со-
противления между точками 3-3 фидера с волновым сопротивлением фи-
дера при данном сопротивлении нагрузки НZ . На практике эта задача не 
всегда точно выполняется, особенно в широкополосных устройствах, где 
неизбежно отражение волн к генератору в какой-то области диапазона час-
тот. Дополнительное согласующее устройства СУ1 включается между ге-
нератором и началом фидера для устранения вторичного отражения волн 
от генератора к нагрузке. Она обеспечивает равенство сопротивления меж-
ду точками 2-2 волновому сопротивлению фидера фW . С другой стороны 
СУ1 обеспечивает в точках 1-1 равенство сопротивления генератора ГZ  
волновому сопротивлению фидера фW . 
 
 
 
Рис. 4.1. Схема согласования фидера с нагрузкой и генератором: 
Г – генератор; СУ1, СУ2 – согласующие устройства 
 
Рассмотрим способы согласования фидера с нагрузкой. 
 
1. Согласование с помощью четвертьволнового трансформатора ( 4/λ=l ). 
Четвертьволновой трансформатор представляет собой отрезок фиде-
ра длиной 4/λ=l , который включается между согласуемыми нагрузками 
(рис. 4.2). 
С помощью такого способа возможно согласование только активных 
сопротивлений ( НН RZ = ). Принцип работы устройства заключается в сле-
дующем. Поскольку трWR ≠2 , то в согласующем отрезке возникают сме-
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шанные волны, KCB  которых определяются отношением 2R и трW . Допус-
тим, что трWR >2 . В этом случае на конце отрезка трансформатора, обра-
щенного к меньшему согласуемому сопротивлению, получится минимум 
напряжений 1U и максимум тока 1I  (последовательный резонанс), что соот-
ветствует сопротивлению KCBWтр / . На другом конце трансформатора, об-
ращенном к большему сопротивлению, получают максимум напряже-
ний 2U и минимум тока 2I  (параллельный резонанс), что соответствует со-
противлению KCBWтр / . 
 
 
Рис. 4.2. Согласование сопротивления с помощью 4/λ -трансформатора 
 
Волновое сопротивление трансформатора нужно выбрать таким, чтобы 
коэффициент стоячих волн, обусловленный переходом от фидера к транс-
форматору и от трансформатора к нагрузке, имел одинаковую величину: 
трф
тр
W
R
W
W
KCB 2==  или фтр WRW ⋅= 2                            (4.2) 
 
2. Широкополосные трансформаторы сопротивлений. 
4/λ -трансформатор является узкополосным согласующим устрой-
ствам, так как при отклонении длины волны от среднего значения электри-
ческая длина трансформатора уже не равняется. Для расширения полосы 
пропускания согласующее устройство составляют из нескольких транс-
форматоров (рис. 4.3). 
 
 
Рис. 4.3. Согласование сопротивлений с помощью ступенчатого трансформатора 
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Волновое сопротивление отрезков трансформатора 2фW и 3фW  подбирают 
с таким расчетом, чтобы от сечений 1-1 и 3-3 волны отражались бы с одинако-
вой амплитудой, а от сечения 2-2 – с вдвое большей амплитудой. Поскольку 
волна от 1-1 до 3-3 и обратно проходит путь λλ =
2
2  то волны, отраженные от 
1-1 и 3-3, совпадают по фазе и складываются. Вместе с тем, они полностью 
компенсируются волной, отраженной от сечения 2-2, так как путь от 1-1 до 2-2 
и обратно равен 
24
2 λλ = , что соответствует сдвигу по фазе на 180º. 
Допустим, что длина волны передаваемого кабеля стала такой, что 
для нее участок трансформатора имеет уже длину, несколько большую чем 
4/λ . В этом случае отраженные волны суммируются в сечении 1-1 сле-
дующим образом: волна U ′′ , отраженная от 2-2, отстает по фазе на угол 
180º+ ϕ∆ , а волна U ′′′ , отраженная от 3-3, отстает на угол 2(180º+ ϕ∆ ) отно-
сительно от волны U ′ , отраженной от 1-1. В результате суммарное напря-
жение оказывается почти в противофазе с напряжением U ′′ , и так как 
UUU ′′′=′=′′ 22 , то отраженные волны почти полностью компенсируются. 
Сопротивления трансформирующих переходов должны удовлетво-
рять равенствам: 
4112 фффф WWWW ⋅=
 
4143 фффф WWWW ⋅=
 
(4.3)
 
 
3. Согласование при помощи экспоненциального трансформатора. 
При этом способе согласование осуществляется с помощью линии 
передачи, по длине которой волновое сопротивление изменяется по экспо-
ненциальному закону (рис. 4.4). 
Это достигается изменением расстояния 
между проводами или их диаметра и соответст-
венно изменением погонной индуктивности и ем-
кости трансформатора по его длине. Экспоненци-
альный трансформатор рассчитывается по фор-
мулам: 
)exp()( 0 xbWxW ф=
 
КБВ
КБВb
МАКС +
−
⋅=
1
18
0 λ
pi
 
(4.4)
 
Здесь МАКСλ  – максимальная длина волны рабочего диапазона волн; 
КБВ  – минимально допустимое значение КБВ  в фидере. 
Рис. 4.4. Экспоненци-
альный трансформатор 
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Длина экспоненциального трансформатора определяется по формуле 
)lg(3,2
0 ф
Н
W
R
b
l ⋅= .                                            (4.5) 
 
4. Согласование с помощью фидеров. 
Данный способ узкополосного согласования был предложен Татари-
новым. В качестве согласующих элементов он предложил использовать 
отрезки короткозамкнутых фидеров (короткозамкнутые шлейфы), имею-
щих входную реактивную проводимость (рис 4.5). 
Условие согласования фидера с комплексной нагрузкой 
ННН jXRZ +=  имеет вид  
ф
шл W
G 1=
        bxшл BВ −= .                                    (4.6) 
Здесь шлG  и bxB  – активная и реактивная составляющие входной проводи-
мости фидера в месте включения шлейфа. 
шлВ  – реактивная проводимость шлейфа. 
Длина шлейфа 2l  (при равенстве волновых сопротивлений шлейфа и 
фидера фшл WW = ): 








−
±
=
КБВ
КБВ
arctgl
122 pi
λ
 
( )КБВarctgl ±=∆
pi
λ
2  
(4.7)
 
На рис 4.5 показаны соответственно распределение поля при отсут-
ствии шлейфа и при его наличии. 
На практике согласующее устройство может состоять из двух шлейфов. 
 
Рис. 4.5. Согласование с помощью шлейфа 
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5. Согласование с помощью объемных резонаторов (ОР). 
ОР могут также использоваться 
в качестве трансформаторов сопро-
тивлений (рис. 4.6). 
При стоячих волнах в одном 
месте резонатора образуется максимум 
электрического поля при минимуме 
магнитного поля, а в каком-то другом 
месте – наоборот. В остальных точках 
полости резонатора значения напря-
женностей носят промежуточный характер. Поэтому входное сопротивление 
резонатора р разных точках полости различное, а, следовательно, от места 
расположения петель связи П1 и П2 зависят входное и выходное сопротивле-
ния резонатора. Входное сопротивление зависит также и от площади витка 
связи и от угла между плоскостью витка и линиями магнитного поля. Благо-
даря этому ОР позволяет трансформировать сопротивление с требуемым ко-
эффициентом трансформации. 
 
6. Использование согласующих цепей (СЦ). 
СЦ (рис 4.7) находят широкое применение на практике 
Параметры цепи согласования, изображенной на (рис. 4.7, а), рассчи-
тывается по формулам: 
1
1
1
C
X
⋅
−=
ω
;   
2
2
1
C
X
⋅
−=
ω
;   33 LX ⋅= ω ;   
1
1
X
Rg −=
 
1)1()/( 212
2
2
−+⋅
−=
gRR
R
X ;   





−⋅
+
=
2
2
2
1
3 1 X
R
g
g
R
X
 
(4.8)
 
где  1X , 2X , 3X  – соответственно реактивные сопротивления конденсато-
ров С1, С2 и индуктивности L3; 
1R , 2R  – соответственно напряжение генератора и нагрузки. 
Условие физической реализуемости СЦ данного типа следующее:  
1
2
12
−>
R
R
g . 
СЦ, изображенная на рис. 4.7, б, рассчитывается по формуле (4.8) с 
учетом того, что  333 CXLX += ω , где 
3
3
1
C
X C ω
= .  
СЦ, изображенная на рис 4.7, в, рассчитывается по формулам: 
1
1
1
C
X
⋅
−=
ω
;   
3
3
1
C
X
⋅
−=
ω
;   22 LX ⋅= ω ;   
2
2
R
X
g =  
1)1( 2
1
2
11 −+−= gR
RRX ;   
1
1
2
2
3
)1(
R
X
g
gRX
+
+
−=
 
(4.9)
 
 
Рис. 4.6. Согласование с помощью ОР 
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Рис. 4.7. Согласующие цепи на сосредоточенных элементах 
 
Условие физической реализации данной СЦ такое же, как и у выше-
рассмотренных цепей. 
СЦ, изображенные на рис. 4.7, г, рассчитываются по формулам: 
2
2
1
C
X
⋅
−=
ω
;   11 LX ⋅= ω ;   )( 1211 RRRX −=  
12
1
22 RR
R
RX
−
−= ;
 
(4.10)
 
Причем для второй схемы CXLX +⋅= 11 ω , а 
1
1
1
C
X C
⋅
−=
ω
 
СЦ, изображенный на рис. 4.7, д, рассчитывается по формулам.  
;
5
1
1 Rn
C
⋅⋅
=
ω
  1
2
2 )1( CnC ⋅−=  
1
21
1
Cn
L
⋅⋅
=
ω  
(4.11)
 
где  n – номер гармоники сигнала. 
СЦ, изображенное на рис. 4.7, е, рассчитывается по формулам (4.11) 
с учетом, что 2
2
1 /1 CL ⋅= ω . 
СЦ, изображенные на рис. 4.7, ж, з, представляют собой разветви-
тельные устройства для подачи сигнала по линии передачи с волновым со-
противлением 75 Ом в такие же фидеры соответственно на 2 и 3 выхода. 
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При этом 1R = 39 Ом и 2R = 27 Ом. Однако данные СЦ вносят очень боль-
шое затухание в линии передачи, поэтому их применение экономически 
нецелесообразно. 
 
4.3. Измерительная установка 
В данной лабораторной работе проводиться теоретический расчет 
СЦ и экспериментальное исследование цепей, изображенных на рис. 4.7. 
Схема измерительной уста-
новки показана на рис. 4.8. 
1. Генератор. 
2. Согласующие цепи, изо-
бражение на рис. 4.7. 
3. Нагрузка. 
4, 5. Вольтметры. 
 
Сигнал от генератора высокий частоты поступает на исследуемые цепи 
согласования в нагрузку. Вольтметры позволяют измерять переменное на-
пряжение на выходе генератора и на нагрузке. В СЦ возможно переключение 
элементов схемы с целью исследования эффективности согласования. 
 
4.4. Задание и порядок выполнения работы 
1. Изучить способы согласования и произвести теоретические расчет 
для двух видов согласования для нагрузок, указанных преподавателем. 
2. Произвести теоретический расчет СЦ, указанных на рис. 4.7. 
3. Произвести экспериментальное исследование СЦ, указанных на 
рис. 4.7. Снять зависимость )( fU Н Ψ=  при заданном напряжении генератора. 
4. Меняя элементы согласующих цепей с помощью тумблеров, убе-
диться в эффективности данной СЦ. 
5. Для заданных СЦ при помощи тумблеров подключить различные 
нагрузки и снять зависимость )( НН RU Ψ=  для заданных напряжения и час-
тоты генератора. 251 =НR Ом, 432 =НR Ом, 1001 =НR Ом. 
 
4.5. Содержание отчета  
1. Цель работы. 
2. Начертить структурную схему измерительной установки. 
3. Привести таблицы результатов измерений. 
4. Построить графики )( fU Н Ψ= , )( НН RU Ψ= . 
5. Привести результаты теоретических расчетов. 
6. Сделать выводы. 
 
1 
 
2 
 
 
4 
 
 
5 
 
 
3 
 
Рис. 4.8. Схема измерительной установки 
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4.6. Контрольные вопросы 
1. Преимущество согласованного режима работы. 
2. Назначение СЦ. 
3. Основные способы согласования. 
4. Принцип работы 4/λ -трансформатора. 
5. Принцип работы ступенчатого трансформатора. 
6. Экспоненциальный трансформатор. 
7. Роль шлейфов в обеспечении согласования. 
8. Согласование с помощью ОР. 
9. Схема измерительной установки. 
10. Сравнительная оценка способов согласования. 
 
 
 
Лабораторная работа 5. 
Исследование параметров щелевых возбудителей 
 
5.1. Цель работы: экспериментальное исследование характеристик 
одиночных щелевых возбудителей. 
 
5.2. Теоретические сведения 
В технике СВЧ широко распространены различные устройства, ис-
пользующие в качестве возбудителей поля отверстия в боковых или торце-
вых стенках волновода. В основном на базе этих устройств строятся вол-
новодно-щелевые антенны. Чаще всего используют полуволновые резо-
нансные щели на стенках прямоугольных волноводов с волной типа НI0.  
При распространении волн НI0 в прямоугольном волноводе присут-
ствуют три составляющих поверхностного электрического тока: две попе-
речные jx  и jy , порождаемые продольной составляющей магнитного по-
ля Hz, и одна продольная jz , порождаемая поперечной составляющей Hz 
(рис. 5.1). Продольная составляющая тока существует только на широких 
стенках волновода, а поперечные составлявшие существуют как на широ-
ких ( jx ), так и на узких ( jy )  стенках. Распределение поверхностных токов 
показывает картину возбуждения различных типов щелей. 
Поперечная щель 1, расположенная на широкой стенке волновода, 
пересекает продольные линии тока, причем интенсивность ее возбуждения 
уменьшается при смещении центра щели от середины широкой стенки. 
Продольная щель 2 возбуждается поперечным током. Ее излучение возрас-
тает с приближением щели к краю широкой стенки и уменьшается при 
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смещении щели к середине стенки (при / 2x a=  излучение полностью отсут-
ствует, см. щель 4). Если продольную щель 2 разместить симметрично осе-
вой линии волновода, то фаза электромагнитной волны, излучаемой щелью, 
изменится на 180° из-за изменения направления поверхностного тока. 
 
 
Рис. 5.1. Распределение токов в прямоугольном волноводе для основного типа волн 
 
Наклонно смещенная щель 3 в широкой стенке пересекается как 
продольными, так и поперечными токами. Следовательно, интенсивность 
ее излучения, а также фаза излучаемого поля зависит как от координаты 
центра 0x , так и угла наклона δ . 
Щель 5 направлена вдоль линий поверхностного тока и поэтому яв-
ляется неизлучающей. 
Щель 7 на узкой стенке волновода прерывает линии поверхностного 
тока, следовательно, такая щель является излучающей. Наклонная щель 6 
возбуждается поперечным током небольшой амплитуды. Поэтому интен-
сивность ее возбуждения регулируют, подбирая угол наклона δ . При 0δ =   
щель не возбуждается (переход к щели 5); при 90δ =   излучение ее макси-
мально, что соответствует переходу к щели 7. 
Все рассмотренные щели излучают электромагнитную волну линей-
ной поляризации с вектором Е, перпендикулярным длинной стороне щели. 
Для излучения волн круговой поляризации используют крестообразные 
щели, полученные совмещением центров щелей 1 и 2. 
Подбирая координату центра 0x , обеспечивают равенство амплитуд 
возбуждения перпендикулярных щелей. Правое или левое вращение векто-
ра Е придается смещением щели влево или вправо от оси волновода (или же 
изменением направления движений волны в волноводе). Крестообразные 
щели могут выполняться из двух наклонно смещенных щелей с общим цен-
тром, ориентированных под углом 45δ =   и перпендикулярных между собой. 
Вырезание щели на поверхности волновода изменяет режим его ра-
боты, поскольку часть мощности, распространяющейся по волноводу, из-
 205 
лучается щелью, часть проходит дальше, часть отражается обратно в сто-
рону генератора. Это означает, что в месте расположения щели включается 
дополнительная нагрузка (нерегулярность). Поэтому для анализа влияния 
щели на волновод его заменяют эквивалентной длинной линией, а каждой 
щели ставят в соответствие некоторый четырехполюсник с потерями, за-
мещающими) излучение электромагнитной энергии (рис. 5.2). 
Поперечной щели соответствует схема замещения в виде сосредото-
ченного последовательного сопротивления r в эквивалентной длинной ли-
нии (рис. 5.2, а). Поскольку она прерывает линии, продольных токов, то 
после прохождения электромагнитной волной участка волновода с данной 
щелью мощность, сигнала уменьшается за счет излучения части мощности. 
В эквивалентной длинной линии это можно учесть падением мощности на 
резисторе r, влияние которого определяется по формуле: 
3 2
2 2 00,523 cos sin
4
B xr
ab a a
piλ λ piλ
λ
    
≈     
    
,                            (5.1) 
где  λ  – длина волны в свободном пространстве; 
Bλ  – длина волны в волноводе, определяемая по формуле 
( )21 2
B
a
λλ
λ
=
−
                                   (5.2) 
 
 
Рис. 5.2. Схема замещения поперечной (а) и продольной (б) щели  
в прямоугольном волноводе 
 206 
Если волновод со щелью нагружен на короткозамкнутую нагрузку 
(поршень), то в нем возникает режим стоячей волны и распределение тока 
вдоль волновода носит характер стоячей волны (рис. 5.3). 
Существуют точки, для которых значение 
тока максимальное (пучности), и точки, для кото-
рых значение тока минимальное (узлы). 
Очевидно, что для получения наибольшей 
интенсивности излучения щели ее следует раз-
мещать в пучностях тока. Как видно из рис. 5.3. 
ближайшая пучность тока находится на расстоя-
нии / 2Bλ  от короткозамкнутой нагрузки. Здесь, а также на расстояниях, 
кратных / 2Bλ , и следует вырезать поперечные щели в волноводе. 
Продольная щель (рис. 5.2, б) прерывает линии поперечных элек-
трических токов. Эти токи как бы ответвляются от проводников эквива-
лентной двухпроводной линии в параллельно подсоединенные коротко-
замкнутые четвертьволновые шлейфы. Следовательно, в эквивалентную 
длинную линию включается шунтирующая проводимость у, определяемая 
по формуле: 
2 2 02.09 cos cos
2
B
B
xay
b a
piλ λpi
λ λ
   
≈    
  
.                               (5.3) 
Если волновод со щелью нагружен короткозамкнутой нагрузкой, то в 
конце линии получится пучность продольного тока, а, следовательно, узел 
поперечного тока, поскольку между этими токами имеется сдвиг по фа-
зе 90° (рис. 5.1). А это значит, что максимум поперечного тока будет в се-
чении, где имеется узел продольного тока, то есть на расстоянии / 4Bλ  от 
нагрузки. Именно в этом сечении, а также на расстоянии 4 2
B Bλ λ
pi+ i
, где 
n = 0, 1, 2, …, и следует располагать продольные щеки для их максималь-
ного возбуждения. 
Щель называется резонансной, если ее длина равна половине длины 
волны. В этом случае ее сопротивление или проводимость на эквивалент-
ной схеме содержит только активную составляющую. 
Нормированные сопротивления и проводимости щелей в волноводе 
(то есть отнесенные к величине волнового сопротивления фидера) могут 
быть определены экспериментально с помощью измерительной линии. Хо-
лостой ход или короткое замыкание в расчетном сечении обеспечивается 
путем перемещения по волноводу короткозамкнутого поршня. 
С помощью измерительной линии определяется КСB и положение 
минимума напряженности электрического поля минZ  (рис. 5.4). 
Рис. 5.3. Стоячая волна  
в короткозамкнутом  
волноводе 
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Затем нагрузка заменяется короткозамк-
нутой заглушкой и определяется эквивалентное 
сечение ЭZ , то есть точка, соответствующая 
ближайшему к заглушке узлу напряженности 
электрического поля. Параметры данной на-
грузки нагрузки HZ jx+  определяются по 
1
1H
KCB
KCB
−Γ =
+
;        4H
B
Zϕ pi λ
∆
= , 
где  HΓ  – модуль коэффициента отражения от 
данной нагрузки;  
Hϕ  – фазовый сдвиг между отраженной и падающей в месте распо-
ложения нагрузки; 
Э минZ Z Z∆ = −  – смещение минимума напряженности поля. Нормиро-
ванное сопротивление нагрузки определяется по формуле: 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
2
2 2 2
1 sin / 2 cos / 2
cos / 2 sin / 2H
H HЭ
H H
KCB j KCB
Z
KCB
ϕ ϕ
ϕ ϕ
− −
=
+
. 
На практике при измерении, входных сопро-
тивлений вместо аналитического расчета норми-
рованной величины сопротивления нагрузки ши-
роко используются графические методы с помо-
щью круговой диаграммы полных сопротивлений 
(рис. 5.5). 
Находится местоположение узла стоячей 
волны (точка А) при короткозамкнутой нагрузке 
(условный конец линии). Подключается нагрузка и 
находится расстояние минZ  от условного конца ли-
нии до первого минимума напряженности электрического поля в сторону 
нагрузки (против часовой стрелки). Сопротивление нагрузки, определяется 
смещением по окружности найденного значения КСВ на угол, соответст-
вующий значению относительного расстояния Z λ∆ . в сторону генератора 
(по часовой стрелке) или в сторону нагрузки (против часовой стрелки) в 
зависимости от расположения ближайшего узла. На пересечении линии 
КСВ с линией, проведенной из центра окружности (точка 1), находится 
нормированное сопротивление нагрузки * * *H HZ R jx= + . Для определения 
нормированной проводимости необходимо переместить точку В по окруж-
ности постоянного КСВ на угол 180oϕ = . 
Рис. 5.4. Эквивалентное  
сечение волновода 
Рис. 5.5. Определение  
входных сопротивлений  
нагрузок с помощью  
круговой диаграммы 
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Суммарная нормированная проводимость в сечении a-a (рис. 5.6, а) 
определяется нормированной проводимостью продольной щели и входной 
нормированной проводимостью отрезка короткозамкнутой линии длиной l . 
 
 
Рис. 5.6. Определение нормированных проводимостей и сопротивлений щелей 
 
Если короткозамыкающий поршень установлен на расстоянии 
1 2
Bl n λ=  от центра продольной щели, то входная проводимость в сече-
нии а-а будет равна бесконечности (поскольку в этой точке напряженность 
электрического поля равна нулю, а напряженность магнитного поля мак-
симальна. В волноводе установится режим стоячей волны, один из узлов 
стоячей волны совпадает с центром продольной щели. В любом сечении, 
отстоящем от а-а на целое число полуволн, входное сопротивление или 
проводимость повторяет сопротивление или проводимость в сечении а-а. 
При длине отрезка линии 1 2 4
B Bl n λ λ= +  его входная проводимость в сече-
нии а-а равна нулю, и измеренное значение будет нормированной прово-
димостью продольной щели. 
Суммарное нормированное сопротивление в сечении 2 (рис. 5.6, б) 
определяется нормированным сопротивлением поперечной цели и входным 
сопротивлением короткозамкнутого отрезка линии длиной l . При длине от-
резка 2 2
Bl n λ  измеренное значение в сечении b-b будет совпадать с норми-
рованным сопротивлением поперечной щели. Если расстояние от коротко-
замыкающего поршня до центра поперечной щели 2 2 4
B Bl n λ λ= + , то вход-
ное сопротивление в сечении а-а обращается в бесконечность. Однако с 
центром поперечной щели совмещен не узел, а пучность напряженности 
электрического поля, то есть узлы электрического поля сдвинуты относи-
тельно эквивалентных сечений на четверть длины волны в волноводе. Та-
ким образом, входная проводимость в сечении с-с равна, входному сопро-
тивлению в сечении b-b, соответственно в сечении a-a: b aY z z= = . В режиме 
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бегущих волн, когда 2 2
Bl n λ= , входное сопротивление в сечении A-A равно 
входному сопротивлению щели a щZ Z= . Поэтому в режиме излучения изме-
ренная проводимость Уc даст значение сопротивления щели a щY Z Z= = . 
 
 
5.3. Схема измерительной установки. 
Структурная схема измери-
тельной установки приведена на 
(рис. 5.7.) 
1. Генератор СВЧ. 
2. Развязывающее устройство. 
3. Измерительная линия. 
4. Щелевые излучатели. 
5. Реактивное сопротивление. 
6. Детектор. 
7. Индикатор. 
 
Сигнал с генератора СВЧ через развязывающее устройство поступа-
ет в измерительную линию, и когда подключаются исследуемые щелевые 
излучатели, нагруженные на реактивное сопротивление, сигнал с измери-
тельной линии детектируется и поступает на индикатор. 
В лабораторной работе исследуются частотные зависимости входных 
проводимостей продольных щелей, прорезанных в узкой и широкой стенке. 
Поскольку в качестве индикатора используется микроамперметр, то 
необходимо установить взаимосвязь между напряженностью поля и током 
детектора. В режиме короткого замыкания амплитудное распределение 
напряженности электрического поля подчиняется синусоидальному закону 
max sin( )OTHE E E zk= = , где 2 / Bk pi λ=  – волновое число, z – координата, отсчи-
тываемая от узла напряженности. Используя экспериментальное распреде-
ление ( )ДI f z= , легко построить градуировочную кривую ( )Д OTHi f E= . На 
начальном участке вольтамперной характеристики наблюдается квадра-
тичная зависимость тока от напряжения (величины наведенной ЭДС). В 
этом режиме работы диода можно определить СКВ непосредственно по 
значениям тока детектора по формуле (1.13), так как на участке квадратич-
ности 2~ДI E . Для определения зоны действия квадратичного закона ϕ
 
достаточно построить график градуировочной кривой в координатах 
( )Д OTHI f E=  и отметить прямолинейный участок этого графика (рис. 5.8). 
1 2 3 4 5 
6 7 
Рис. 5.7. Измерительная установка 
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5.4. Задание  и порядок выполнения работы 
1. Ознакомиться со структурной, схемой измерительной установки. 
2. Проверить правильность соединения блоков, включить измеритель-
ные приборы и пpoгреть их в течение времени, указанного в техописании. 
3. Подключить, короткозамкнутую заглушку к выходу измеритель-
ной линии и снять зависимость. Определить квадратичный участок харак-
теристики. 
4. К выходу измерительной линии подключить реактивное сопротивле-
ний и снять зависимость смещения узлов напряженности поля от перемеще-
ния подвижного поршня в прямом и обратном направлениях ( 2Bz
λ≥ ). 
5. Измерить геометрические размеры щелевых возбудителей и опре-
делить их резонансные частоты. 
6. Установить между выходным фланцем измерительной линии и ре-
активным сопротивлением отрезок волновода с исследуемым щелевым 
возбудителем. Перемещением поршня добиться в измерительном тракте 
режима короткого замыкания, измерить длину волны в волноводе. Зафик-
сировать положение поршня и координату эквивалентного сечения. 
7. Сместить поршень на 4B
λ
, зарегистрировать основные параметры, 
необходимые для определения входных характеристик щелевого излучателя. 
8. По круговой диаграмме полных сопротивлений и эксперименталь-
ным данным определить нормированные входные сопротивления и прово-
димости всех исследуемых нагрузок по формуле (5.5). Рассчитать входное 
сопротивление и сравнить с определенным по круговой диаграмме. 
 
5.5. Содержание отчета 
1. Цель работы. 
2. Начертить структурную схему измерительной установки. 
3. Привести таблицы экспериментальных данных. 
Рис. 5.8. Построение градуировочного графика 
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4. Начертить градуировочную характеристику детекторного диода и 
указать квадратичный участок. 
5. Привести частотные характеристики входных сопротивлений ис-
следуемых щелевых возбудителей. 
6. Сделать выводы. 
 
5.6. Контрольные вопросы 
1. Объяснить принципы возбуждения щелевых излучателей. 
2. Распределение поверхностных токов в прямоугольном волноводе 
на волне HI0. 
3. Излучающие и неизлучающие щели в прямоугольном волноводе. 
4. Способы задания поляризации щелевых излучателей. 
5. Схемы замещения поперечной и продольной щелей. 
6. Место расположения щелевых излучателей на поверхности волно-
вода для наибольшей эффективности возбуждения. 
7. Методика определение входных сопротивлений и проводимостей 
щелевых излучателей. 
8. Как определить резонансную частоту щелевого излучателя? 
9. Объяснить изменение структуры поля в сечении волновода со ще-
левым возбудителем при перенесении короткозамыкающего поршня. 
 
 
 
 
Лабораторная работа 6. 
Исследование объемных резонаторов 
 
6.1. Цель работы: ознакомление с устройством и принципом работы 
объемных резонаторов, определение основных параметров резонаторов. 
 
6.2. Теоретические сведения 
Объемный резонатор (ОР) – колебательная система СВЧ-диапазона, 
в которой электромагнитные колебания сосредоточены в объеме, ограни-
ченном проводящей поверхностью или средой с иными электрическими и 
магнитными свойствами. Наиболее распространены полые ОР – полости, 
ограниченные металлическими стенками.  
Переход к такому устройству от обычного колебательного контура 
можно проследить по (рис. 6.1). 
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 а)   б)        в) 
 
Рис. 6.1. переход от колебательного контура к ОР 
 
По мере перехода в диапазон СВЧ обычный колебательный контур 
утрачивает свои свойства. Во-первых, он начинает излучать электромаг-
нитную энергию. Во-вторых, добротность такого контура с ростом частоты 
заметно падает. В-третьих, технологически трудно оказывается выполнить 
элементы контура С и L  для получения СВЧ колебаний. Как известно, час-
тота колебания контура определяется по формуле: 
0
1
LC
ω = .                                                (6.1) 
Видно, что для увеличения частоты нужно уменьшить параметры L  
и C. Оказывается, что уже в дециметровом диапазоне для получения нуж-
ной резонансной частоты приходится изготавливать индуктивность конту-
ра L меньше, чем один виток провода. Поэтому индуктивность контура 
стали изготавливать параллельными соединениями катушек L1 и L2 как по-
казано на (рис. 6.1, б). Подсоединяя параллельно индуктивности L1 индук-
тивности L2 L3 … Ln в пределе получают замкнутую колебательную систе-
му – ОР (рис. 6.1, в). Такая система обладает довольно высокой добротно-
стью, так как потери на излучение отсутствуют (система замкнута). 
ОР обладают свойствами колебательных контуров с сосредоточен-
ными параметрами. Но для ОР теряется смысл обычных понятий индук-
тивности и емкости, принятых для 
колебательных контуров низкочас-
тотного диапазона. 
Резонатор СВЧ диапазона ха-
рактеризуется введение эквива-
лентного контура (рис. 6.2). 
В СВЧ диапазоне обычно рас-
сматривается эквивалентная схема, 
представленная на (рис. 6.2, б). 
 
а)   б) 
Рис. 6.2. Эквивалентная схема к ОР 
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Электромагнитные колебания в ОР происходят за счет непрерывного 
обмена энергией между электрическими и магнитными полями, заключен-
ными в объеме ОР. Процесс накопления электромагнитной энергии в ОР 
объясняется следующим образом: 
Если между двумя параллельными отражающими плоскостями воз-
буждается плоская волна, распространяющаяся перпендикулярно к ним, 
то многократное отражение от обеих плоскостей приводит к отражению 
волн, распространяющихся в противоположных направлениях. Если рас-
стояние между плоскостями  
2
λpl =
 
(λ -длинна волны в исходной линии 
передач, р = 1, 2, 3, …), то интерференция волн приводит к возникнове-
нию стоячей волны, амплитуда которой при многократном отражении 
возрастает: в пространстве между плоскостями будет накапливаться элек-
тромагнитная энергия подобно тому, как это происходит при резонансе в 
колебательном контуре. 
Электромагнитные колебания принципиально могут существовать в 
любом замкнутом объеме, образованном проводящими стенками, если его 
размеры достаточно велики по сравнению с длиной волны колебания. Са-
мыми распространенными в технике СВЧ формами ОР являются прямо-
угольная, цилиндрическая, коаксиальная и тороидальная. 
Прямоугольный резонатор (рис. 6.3, а) представляет собой коротко-
замкнутый с двух сторон отрезок прямоугольного волновода длиной l . 
 
 
  а)                            б)                           в)                            г) 
Рис. 6.3. Формы ОР: а – прямоугольная; б – цилиндрическая; 
в – коаксиальная; г – тороидальная 
 
Типы колебаний в прямоугольном ОР (как и волны в прямоугольном 
волноводе) разбивается на 2 группы и называются соответственно колеба-
ниями типа Е (ТМ) и Н (ТЕ). Классификация типов колебаний устанавли-
вается в соответствии с числом стоячих полуволн, укладывающихся вдоль 
каждого из размеров резонатора по осям m, n, р, поэтому типы колебаний в 
прямоугольном ОР имеют обозначения Етnp (TМmnр) или Hmnp(TEmnp), где 
индексы m, n, р, определяют число полуволн поля, укладывающихся на 
сторонах а, b и  c соответственно. 
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Резонансные длины волн могут определяться из выражения: 
2 2 2
2
рез
m n p
a b l
λ =
     
+ +     
     
                                     (6.2) 
Здесь a, b, l  – размеры резонатора пo осям х, у, z.  
Для различных m, n, p могут быть два типа колебаний с одной и той 
же частотой, но с различными структурами поля. Также собственные час-
тоты называются вырожденными. Даже при небольшом искажении формы 
внутренней полости ОР между вырожденными колебаниями возникает 
связь, искажающая их резонансные характеристики. Если один из индек-
сов равен нулю, а размеры, соответствующие двум другим индексам, несо-
измеримы, то вырождение отсутствует. При этом получается так называе-
мый одномодовый режим резонатора, при котором в определенной полосе 
частот могут существовать колебания только одного типа. В Еmnp ни ин-
декс m, ни индекс n не могут 
быть равны нулю. Значения  
р = 0 допустимы для колебаний 
Еmnp и невозможны для колеба-
ний Еmnp. Наиболее часто ис-
пользуемым типом колебаний в 
прямоугольном ОР является ко-
лебание HI0P. На (рис. 6.4) изо-
бражена структура волны HI0I. 
Прямоугольные ОР на практике применяются довольно редко, за ис-
ключением резонаторов со специальным видом диэлектрического запол-
нения (например, кварцевых). 
Значительно большее распространение получил цилиндрический ОР, 
как наиболее удобный и простой с конструктивной точки зрения (рис. 6.3, б). 
Так же, как и для круглого волновода, типы колебаний в цилиндри-
ческом ОР классифицируются в зависимости от наличия составляющих Е 
или Н в направлении Z. Для колебаний типа Нmnp и Еmnp индекс m соответ-
ствует числу полных полупериодов целых стоячих волн поля, укладываю-
щихся по окружности, индекс n характеризует число полупериодов стоя-
чей волны по радиусу а, а индекс р – число полупериодов стоячей волны 
по длине l  ОР. Резонансные частоты цилиндрического ОР определяются 
из следующих выражений:  
– для колебаний типа ( 0)mnpE p ≥ : 
22
2
рез
mnVp
l a
λ
pi
=
  
+   
   
                                         (6.3) 
 
Рис. 6.4. структура волны HI0I 
а) структура, электромагнитного поля;  
б) распределение поверхностных токов 
 215 
– для колебаний типа ( 0)mnpH p ≥  
22
2
рез
mnVp
l a
λ
pi
=
′   +   
   
                                         (6.4) 
Здесь mnV  корень функции Бессля первого рода m-ного порядка; 
mnV ′  корень производной этой функции. 
Параметры mnV  и mnV ′   определяются из таблиц (6.1) и (6.2). 
 
Таблица 6.1 
Корни mnV  уравнения ( ) 0nY x =  
 Таблица 6.2 
Корни mnV ′  уравнения ( ) 0nY x′ =  
m  m 
n 1 2 3 4  n 1 2 3 4 
0 2,405 5,52 8,654 11,792  0 3,832 7,016 10,173 13,324 
1 3,832 7,016 10,173 13,324  1 1,841 5,531 8,536 11,706 
2 5,136 8,417 11,62 14,796  2 3,054 6,706 9,969 13,17 
3 6,38 9,761 13,015 16,223  3 4,201 8,015 11,346 14,586 
 
Основным типом колебаний (с наименьшей резонансной частотой) 
для цилиндрического ОР в случае, когда длина резонатора l  велика 
( / 2l a > ), является колебание типа HIII (рис. 6.5), а для «коротких» резона-
торов ( / 2l a < ) – колебание типа H0I0. Колебание H0II цилиндрического ОР 
обладает свойством: оно безразлично к наличию контакта цилиндрических 
и торцовых стенок, так как магнитные силовые линии этого поля направ-
лены таким образом, что в стенках ОР возбуждаются только токи, текущие 
по окружности цилиндра. Благодаря этому мож-
но делать неизлучающие щели в торцовых стен-
ках ОР и иметь небольшой зазор между боковы-
ми и торцовыми стенками ОР, что подавляет ко-
лебание EIII (резонансная длина волны которого 
та же, что и у H0II), так как зазор является пре-
пятствием для продольных токов волны EIII и де-
лает невозможным резонанс этого колебания. 
Коаксиальный ОР представляет собой отрезок коаксиальной линии, 
замкнутой с обоих концов (рис. 6.3, а). Поперечные размеры коаксиально-
го ОР выбираются в соответствии с условием, обеспечивающим отсутст-
вие резонансов высших типов волн: 
1
1
2
1 RR
R
λ
pi
 
+ < 
 
,                                              (6.5) 
где  R1 и R2 – радиусы внутреннего и внешнего проводника коаксиальной 
линии соответственно.  
 
Рис. 6.5. Структура волны 
H
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Резонансная длина волны колебания ТЕМ равна: 
2
рез
l
p
λ = .                                                  (6.6) 
Широкое применение находит ОР тороидальной формы с емкостным 
зазором (рис. 6.3, г), Особенностью основного типа колебания такого ОР 
является пространственное разделение электрического и магнитного по-
лей. Резонансная частота определяется следующим соотношением: 
2
1
1
2 ln
рез
ra
r
d r
λ pi= .                                           (6.7) 
Резонансная частота ОР может перестраиваться в достаточно широ-
ких пределах путем изменения его объема или путем введения реактивных 
штырей, плунжеров или диафрагм. 
В любом реальном устройстве ОР должен быть связан с источником 
энергии. Элементом связи могут служить отверстие, зонд или петля. Так 
же происходит и вывод энергии из ОР. Наличие элемента связи мало влия-
ет на резонансную частоту ОР, но сильно сказывается на добротности ре-
зонатора. ОР обладает очень высокой добротностью – от сотен до сотен 
тысяч. Высокая величина добротности ОР объясняется тем, что в замкну-
той колебательной системе потери на излучение практически не имеют 
места, а тепловые потери могут быть сведены к минимуму тщательной об-
работкой внутренней поверхности ОР и нанесением на нее серебра. 
Добротность для резонатора СВЧ имеет более широкий смысл, чем 
для контуров низкой частоты. Основным параметром является собственная 
добротность CQ , определяемая как отношение энергии, запасенной в сис-
теме в режиме установившихся колебания запW , к энергии потерь за период 
колебаний только внутри резонатора ( )nрез ТW  
0 02 ( )
зап зап
nрез Т pacрез
W WQ
W P
pi ω= = ,                                     (6.8) 
где  0ω  – частота свободных колебаний;  
pacрезP  – мощность, рассеиваемая в резонаторе. 
Величину 0Q  можно определить также по формуле: 
0
резQ λδ≈ .                                                   (6.9) 
Здесь δ  – глубина проникновения поля в металл. 
Нагруженная добротность HQ  ОР учитывает потери энергии как в ре-
зонаторе расрезP , так и в подводимых цепях расНР : 
зап
H
расрез резН
WQ
Р Р
=
+
.                                         (6.10) 
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Отношение запасенной энергии, к потерям за период только во 
внешних цепях определяет значение так называемой внешней добротности 
0
зап
вн
расН
WQ
Р
ω= ;                                            (6.11) 
0
1 1 1
Н внQ Q Q
= + .                                           (6.12) 
ОР описанных типов нашли широкое применение в качестве всевоз-
можных колебательных контуров диапазона СВЧ (в электронных генера-
торах – клистронных, магнетронных, ламповых, твердотельных и т.д.). 
Высокодобротные ОР (с 410HQ > ) служат волномерами средней точ-
ности и эталонами частоты в системах стабилизации СВЧ генераторов. ОР 
умеренной добротности ( 100...1000HQ = ) применяются в качестве полосо-
вых и избирательных фильтров для получения высокой избирательности. 
В большинстве случаев практического применения ОР, особенно 
служащих эталонами частоты, важна температурная стабильность резо-
нансной частоты, поэтому такие ОР делают из материала с малым темпе-
ратурным коэффициентом расширения (инвар, суперинвар) и предусмат-
ривают меры температурной компенсации изменения объема ОР. 
 
6.3. Структурная схема измерительной установки 
Структурная схема измерительной уста-
новки показана на (рис. 6.6).  
1. Генератор качающейся частоты. 
2. Индикатор. 
3. Детектор направленный «Падающая». 
4. Детектор направленный «Отраженная». 
5. Прибор Р2-53  
 
В лабораторной работе определяется добротность ОР по резонансной 
характеристике. Подключаются к прибору Р2-53 ОР заданной конструкции 
и по индикатору прибора определяют диапазон частот f∆ , в пределах ко-
торого КСВ изменяется в 1
2
 раз от показания на резонансной частоте 0f . 
Добротность ОP определяются по формуле: 
0
H
fQ f= ∆ .                                               (6.13) 
В лабораторной работе исследуются цилиндрический и прямоуголь-
ный ОР. 
3 
1 2 
5 4 
6 
Рис. 6.6. Структурная схема  
измерительной установки 
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6.4. Задание и порядок выполнения работы 
1. Ознакомиться со структурной схемой измерительной установки. 
2. Проверить правильность соединения блоков, включить измери-
тельные приборы и прогреть их в течения времени, указанного в техниче-
ском описании. 
3. Подключить ОР цилиндрической формы и снять зависимость  
( )KCB fψ= . С помощью графика определить добротность ОР по форму-
ле (6.3). 
4. Проделать п. 3 для ОР прямоугольной формы. 
5. По формулам (6.2) – (6.4) определить резонансную длину вол-
ны резλ  и по формуле (6.9) определить добротность 0Q  для обоих видов ОР. 
6. По формуле (6.13) определить внешнюю добротность ОР внQ . 
 
 
6.5. Содержание отчета 
1. Цель работы. 
2. Начертить структурную схему измерительной установки. 
3. Начертить графики зависимостей ( )KCB fψ=  для обоих видов ОР. 
Определить по ним HQ . 
4. Рассчитать добротности 0Q  и внQ . 
5. Сделать выводы. 
 
 
6.6. Контрольные вопросы 
1. Что такое ОР? 
2. Переход к ОР от обычного колебательного контура. 
3. Эквивалентная схема ОР. 
4. Процесс накопления энергии в ОР.  
5. Типы ОР. 
6. Связь резонансной частоты ОР с его размерами. 
7. Структуры волн в ОР. 
8. Как осуществляется ввод и вывод энергии в ОР? 
9. Что такое 0Q , внQ , HQ  для ОР? 
10. Применение ОР в технике СВЧ. 
11. Принцип измерения HQ  ОР. 
12. Как связаны между собой 0Q , внQ , HQ ? 
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Лабораторная работа 7. 
Исследование направленных волн при наклонном падении  
на отражающую поверхность 
 
7.1. Цель работы: экспериментальное исследование структуры поля 
плоской волны при наклонном падении на отражающую поверхность, из-
мерение параметров направленной волны. 
 
7.2. Теоретические сведения 
Характер распространения электромагнитных волн в неоднородных 
средах зависит от границы, разделяющей среды. Границей раздела двух 
сред является поверхность, на которой параметры среды ( ,ε µ  – соответст-
венно диэлектрическая и магнитная проницаемости и δ  – проводимость)  и 
векторы электромагнитного поля изменяются скачком. Соотношения, ус-
танавливающие связь между векторами поля в различных средах у грани-
цы раздела, называются граничными условиями. 
Пусть поверхность S (рис. 7.1) раз-
деляет среды 1 и 2. 
Любой из векторов поля , , ,E H B D
   
 
(в общем случае вектор F ) можно пред-
ставить в виде ортогональных состав-
ляющих: 0 0vF V F Fτε= +
  
. 
Говорят, что вектор F разложен на 
нормальную и тангенциальную (каса-
тельную) компоненты. 
Вектор электрического смещения D

 подчиняется следующему гра-
ничному условию 
( )1 2 0D D V δ− =         1 2v vD D δ− = ,                                (7.1) 
где  δ  – плотность поверхностного заряда. 
Если на границе отсутствует заряды ( 0j = ), то нормальная компонен-
та вектора D

 при переходе во вторую среду остается непрерывной. Гра-
ничное условие дли вектора E

 имеет вид: 
( ) 0 0x zE E τ− =       1 2E Eτ τ= .                                   (7.2) 
Оно означает, что тангенциальная составляющая вектора E

 при пе-
реходе границы раздела сред всегда остается непрерывной. 
Нормальная компонента вектора магнитной индукции B

 всегда не-
прерывна: 
( )1 2 0B B v−            1 2 0v vB B− = .                                  (7.3) 
 
Рис. 7.1. граница раздела двух сред 
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Для вектора H

 справедливо: 
( )0 1 2,v H H h− =        1 2H H hτ τ− = .                                 (7.4) 
Волна, падающая на границу раздела двух сред, частично проходит 
во вторую среду, образуя преломленную волну, а частично отражается об-
ратно в первую среду, образуя отраженную волну. Таким образом, в пер-
вой среде имеет место падающей и отраженной волн. 
1
1
пад отр
пад отр
E E Е
Н Н Н
= +
= +
  
                                                (7.5) 
Геометрические законы преломле-
ния и отражения электромагнитных волн 
(рис. 7.2) аналогичны законам преломле-
ния и отражения световых волн: 
1. Угол падения равен углу отра-
жения (закон отражения) ϕ ψ= . 
2. Отношение синуса угла падения 
к синусу угла преломления является по-
стоянной величиной, зависящей от пара-
метров сред при фиксированной частоте 
2 2 2
1 1 1
sin
sin
n
n
µ εϕ
ψ µ ε
= =                                            (7.6) 
Здесь n1 и n2  коэффициенты преломления сред. 
При падении плоской волны под произвольным углом на поверхность 
раздела двух сред вектор E

 раскладывают на две составляющие: нормальную 
к плоскости падения (перпендикулярная поляризация, рис. 7.3, а) и лежащую 
в плоскости падения (параллельная поляризация, рис. 7.3, б). 
 
Рис. 7.3. Поляризация электромагнитной волны: 
а – перпендикулярная; б – параллельная 
 
Рис. 7.2. Падание электромагнитной 
волны на границу раздела сред 
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Явно, что все типы поляризации можно рассматривать путем нало-
жения решений, полученных для этих двух случаев. 
Для характеристики амплитуд отраженной и преломленной волн 
вводят коэффициенты отражения Г и прохождения Т, определенные по 
формулам: 
отр
пад
Е
Е
Γ =          пр
пад
Е
Т
Е
=                                          (7.7) 
Для случая падения волны с параллельной поляризацией оправданы 
следующие формулы: 
2 1
1
2 1
cos cos
cos cos
W W
W W
ϕ ν
ϕ ν
−Γ =
+
          
2
1
2 1
2 cos
cos cos
WT
W W
ϕ
ϕ ν
=
+
                   (7.8) 
Здесь 1 2,W W  волновые сопротивления. 
Выражения (7.8) называются формулами Френеля. 
При падении электромагнитной волны на границу раздела двух ди-
электриков следует выделить два практически важных случая: 
а) для диэлектриков с 1 2ε ε≠ : существует угол (угол Брюстера), равный: 
2
1
B arctg
εϕ
ε
=                                                (7.9) 
при котором вся энергия падающей волны проходит во вторую среду для 
случая параллельной поляризации. Отраженная волна при этом отсутствует; 
б) если волна приходит из оптически более плотной среды в оптичес-
ки менее плотную 1 2n n> , то при угле падения, больше чем  
1
1
arcsin
n
n
n
ϕ  =  
 
, 
она полностью отражается от поверхности этих сред ( 0, 90nT ϕ= =  ). 
Если электромагнитная волна падает на границу раздела диэлектрик-
проводник, причем δ = ∞ (идеальный проводник), тo 2 0W = . Тогда из фор-
мулы Френеля следует, что коэффициент отражения для волн с нормаль-
ным падением и для волн падающих под углом с перпендикулярной поля-
ризацией, будет равен минус единице, а для волн, падающих под углом, но 
с параллельной поляризацией – плюс единице. 
В случае отрицательного коэффициента отражения электрическое 
поле падающей и отраженной волн на поверхности проводника вычитается 
и общее поле равно нулю 0Eτ = , а магнитное, наоборот, складывается и 
удваивается 2пад отр падH H Н Нτ = + = . 
Если плоская электромагнитная волна падает из воздуха под углом 
на плоскую металлическую поверхность с большой, но конечной проводи-
мостью, то при 1 2µ µ=  показатель преломления 2 2
0 0
1n j
ε σ
ε ωε= = ≫ , а 
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угол преломления v  будет очень малым. Другими словами, при любом уг-
ле падения волна входит внутрь металла почти по нормали к поверхности. 
Лучевая трактовка наклонного падения 
электромагнитной волны на границу с идеаль-
ным проводником представлена на рис. 7.4, где 
линии I и II определяют положение фазовых 
фронтов в последовательные моменты времени 
1t  и 2t . 
При 2 1t t T− =
 
(Т – период колебаний) 
плоскость равных фаз падающей волны пере-
местится на расстояние l , равное длине волны λ, 
в гребень волны пройдет вдоль оси у расстоя-
ние 2 1 2sinyy y x ϕ= = . Соответственно скорость перемещения фазового 
фронта вдоль направления распространения 
sin
yx c
Tϑ ϕ= =  в общем слу-
чае больше скорости распространения плоской электромагнитной волны в 
однородной среде ( ) 121 1c Tλ ε µ −=  и зависит от угла падения. Групповая ско-
рость волны или скорость распространения энергии, электромагнитного 
поля оказывается меньше скорости света и равна sinrp cϑ ϕ= . 
Отношение H
τ
τ
ε
 называется импедансом. Из рис. 7.5 видно, что 
для перпендикулярной поляризации 
1( )
cos
WW ϕ
ϕ
= .                                             (7.10) 
 
Рис. 7.5. Соотношение между 
m
E τ

 и 
m
H τ

 
а – для перпендикулярной поляризации; 
б – для  параллельной поляризации 
 
При перпендикулярной поляризации формируется неоднородная 
волна, имеющая продольную магнитную компоненту yH , а при параллель-
ной поляризации – продольную электрическую компоненту yE  (рис. 7.6). В 
первом случае употребляется термин Н-волна, а во втором  Е-волна, гово-
ря, что это быстрые волны, потому что фазовые скорости этих волн ϑΦ  
выше фазовой скорости С однородной волны в той же среде. 
 
Рис. 7.4. Лучевая трактовка  
наклонного падения  
электромагнитной волны 
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Рис. 7.6. Составляющие электромагнитного поля 
 
На расстоянии 2z n
λ
= −
 от границы раздела лежат плоскости, пo ко-
торым выполняются условие 0Eτ =  и которое, следовательно, могли бы 
быть замены идеально проводящими плоскостями без всякого нарушения 
структуры поля. Если введена дополнительная идеально проводящая плос-
кость, то между ней и первоначальной границей 0z =  образуется энергети-
чески изолированный слой, внутри которого может существовать прежняя 
Н- или Е-волна. Эго простейший полый волновод. 
Переменное электромагнитное поле внутри металла, а, следовательно, 
плотность токов проводимости ( j Eσ= ) быстро убывает по мере удаления от 
поверхности. Это создает концентрации токов СВЧ у поверхности металла. 
Это явление называется поверхностным эффектом или скин-эффектом. 
Расстояние ∆ , на котором поле в проводнике уменьшается в е раз 
называется глубиной проникновения поля в металл или глубиной скин-
слоя ∆° определяем по формуле: 
0
2
ωµ µσ
∆ = .                                            (7.11) 
Поверхностный эффект уменьшает эффективное сечение проводни-
ка, являясь причиной увеличения его активного сопротивления и затуха-
ния. Глубина скин-слоя зависит от частоты: чем больше частота, тем 
меньше глубина проникновения поля в металл. 
На поверхности реального проводника существует не равная нулю 
касательная составляющая электрического поля: 
2 2 2 падE W H W Hτ τ= = .                                       (7.12) 
Причем волновое сопротивление проводника 2W  определяется по 
формуле: 
( )2 01 1 2
iW i ωµµ
σ σ
+
= = +
∆
  или   2 2 2 2
1
,W R jx R X
σ
= + = = −
∆
.        (7.13) 
Здесь 2R  и 2X  – соответственно активная и реактивная составляющие по-
верхностного сопротивления металла. 
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Условия (7.12) и (7.13) называют граничными условиями Щукина – 
Леонтовича.  
Поскольку при σ → ∞  волновое сопротивление 2 0W = , то граничное ус-
ловие в случае идеального проводника переходит, в известное условие 0Eτ = . 
 
7.3. Измерительная установка 
Структурная схема из-
мерительной установки приве-
дена на (рис. 7.7). 
1. Генератор. 
2. Передающая антенна. 
3. Металлический экран. 
4. Приемная антенна. 
5. Детекторная секция. 
6. Индикатор. 
 
Сигнал от генератора СВЧ поступает на источник формирования 
плоской волны – рупорную антенну. Отразившись от металлической плос-
кости, электромагнитная волна попадает на приемную антенну. Детектор-
ная головка выделяет постоянную составляющую, пропорциональную 
квадрату напряженности поля в месте приема. Индикация уровня сигнала 
осуществляется микроамперметром. Экран может перемещаться вдоль 
оси у. Передающая антенна может перемещаться относительно экрана 
(угол ϕ  изменяется от 0 до 90°). 
 
7.4. Задание и порядок выполнения работы 
1. Ознакомиться со структурной схемой лабораторной установки и с 
инструкцией по эксплуатации измерительных приборов. 
2. Проверить правильность соединения блоков. Включить измери-
тельные приборы и дать им прогреться в течение времени, указанного в 
техническом описании. 
3. Снять зависимость тока детектора I от угла поворота передающего 
рупора  (угла падения электромагнитной волны) ( )I f p=  для вертикальной 
поляризации поля для частот, указанных преподавателем.  
4. Установить передающий рупор под углом, соответствующим мак-
симуму отражения, и снять зависимость тока детектора от частоты элек-
тромагнитного колебания ( )I fψ= . 
5. Снять зависимость тока детектора от координат у (от перемещения 
экрана) ( )I f y= . 
Рис. 7.7. Структурная схема  
измерительной установки 
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6. Изменить поляризацию падающей волны поворотом излучателя 
на 90° (горизонтальная поляризация). Повторить все виды измерений для 
этого вида поляризации волны. 
7. Рассчитать по формулам (7.11) и (7.13) глубину скин-слоя и по-
верхностное сопротивление для металлов, наиболее часто применяемых на 
практике для изготовления экранов (по указанию преподавателя). 
 
7.5. Содержание отчета 
1. Цель работы. 
2. Начертить структурную схему экспериментальной установки. 
3. Привести таблицы результатов измерений. 
4. Начертить графики ( )I f p= , ( )I fψ= , ( )I f y=  для двух видов, поля-
ризации электромагнитной волны. 
5. Сделать выводы о проделанной работе 
 
7.6. Контрольные вопросы 
1. Граничные условия для векторов , , ,E H B D
   
 на границе раздела 
двух сред. 
2. Геометрические законы преломления и отражения электромагнит-
ных волн. 
3. Формулы Френеля для двух видов поляризации. 
4. Особенности отражения и преломления волн на границе раздела 
двух сред для различных видов поляризации. 
5. Особенности отражения и преломления волн на границе раздела 
диэлектрик – диэлектрик и диэлектрик – проводник. 
6. Лучевая трактовка наклонного падения электромагнитной волны. 
7. Физический смысл фазовой и групповой скоростей. Их соотноше-
ние со скоростью света с. 
8. Граничный импеданс для двух видов поляризации. 
9. Что такое полый волновод? 
10. Поверхностный эффект. Физический смысл. 
11. Глубина скин-слоя. Физический смысл. 
12. Граничные условия Щукина – Леонтовича. 
13. Измерение основных параметров электромагнитных волн при па-
дении на отражающую поверхность. 
14. Требования к экранам. Материалы для изготовления экранов. 
15. Как влияют параметры отражающей поверхности на структуру 
поля и характеристики направляемой волны? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА 8. ИЗУЧЕНИЕ СВОЙСТВ  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН В РАЗЛИЧНЫХ СРЕДАХ 
 
8.1. Цель работы: Путем численного моделирования на компьютере 
с использованием программы WOLNA изучить: 
а) свойства плоских  электромагнитных  волн  (ЭМВ)  в  проводящей  
и непроводящей средах; 
б) зависимость параметров ЭМВ от параметров среды; 
в) зависимость параметров ЭМВ от частоты. 
 
8.2 Теоретические сведения  
Свойства электромагнитной волны в свободном пространстве и ее 
математическое описание. Электромагнитная волна характеризуется на-
правлением и скоростью распространения, направлением и величиной век-
торов E

 и H

 в пространстве, затуханием и фазовым сдвигом между векто-
рами E

 и H

 [26]. 
Единица измерения амплитуды вектора [ ]/E B M , вектора [ ]/E A M . 
Среда в которой распространяется волна, описывается тремя пара-
метрами: ε  – относительная диэлектрическая проницаемость, µ  – относи-
тельная магнитная проницаемость, σ  – удельная проводимость, единица 
измерения 1/Ом·м = Сим/м. 
Причем:                             
0 0
,
a aε µε µ
ε µ
= = , 
где  0,aε ε  – абсолютные диэлектрические проницаемости данной среды  
и вакуума; 
0,aµ µ
 
– абсолютные магнитные проницаемости данной среды и ва-
куума. 
0 9
1 /
36 10
мε
pi
= Φ
i
, 
7
0 4 10 /н мµ pi −= ⋅ Γ . 
В свободном пространстве векторы E

 и H

 взаимно перпендикуляр-
ны и перпендикулярны направлению распространения волны. В гармони-
ческом поле (а такое поле далее и рассматривается) величины векторов E  
и H

 изменяются в зависимости от времени t и от координаты, вдоль кото-
рой распространяется волна, по гармоническому закону. На рис. 8.1 пока-
зано распределение величин векторов  E

 и H

 в зависимости от времени t. 
Распределение векторов E

 и H

 в пространстве показано на рис. 8.2. 
Вектор E

  ориентирован вдоль оси X, вектор H

 – вдоль оси Y, волна рас-
пространяется вдоль оси Z. 
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Рис. 8.1. Период колебаний и временной сдвиг между векторами E

 и H

: 
Т – период колебаний; 8Т -– сдвиг по времени между векторами E

 и H

 
 
 
Рис. 8.2. Период колебаний и пространственный сдвиг между векторами E

 и H

 
λ  – период колебаний по координате z (длина волны поля); δ z – сдвиг в пространстве  
между векторами E

 и H

, находящимися в одной и той же фазе колебаний 
 
Сдвиги по времени δ Т и в пространстве δ z связаны с разностью на-
чальных фаз векторов E

 и H

. 
На рисунках показаны зависимости E

 и H

 от t при z = const 
(рис. 8.1) и от z при t = const (рис.8.2) для ЭМВ, распространяющейся в 
среде без затухания. Если волна по мере распространения затухает, ампли-
туды векторов E

 и H

 с ростом z уменьшаются: 
( )0( , ) coszm eE z t x E e t zα ω β ϕ−= − +
 
;                               (8.1) 
( )0( , ) coszm hH z t x H e t zα ω β ϕ−= − +
 
,                               (8.2) 
где  0 0,x y
 
 – единичные векторы осей x, y; 
,m mE H  – начальные амплитуды векторов E

 и H

; 
α  – коэффициент затухания, характеризующий скорость затухания 
волны при распространении вдоль оси z; 
β  – коэффициент фазы, характеризующий скорость изменения фазы 
в зависимости от координаты, вдоль которой распространяется волна (в 
нашем случае вдоль оси z); 
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2
T
pi
ω =  – круговая частота волны; 
,e hφ φ  – начальные фазы векторов E

 и H

; 
z
mE e
α−
 – амплитуда вектора E

; 
z
mH e
α−
 – амплитуда вектора H

. 
Коэффициент фазы В связан с длиной волны соотношением 
2piβ λ=                                                      (8.3) 
и физически представляет собой изменение фазы волны на единице пути, 
что следует из выражения (8.3). 
Величины δ Т и δ z связаны с разностью фаз векторов E

 и H

: 
,
h e h edT dzφ φ φ φ
ω β
− −
= = .                                       (8.4) 
На рис. 8.3 показана зависимость ам-
плитуды вектора Е от координаты z. 
Величины α  и β
 
зависят от парамет-
ров среды , ,ε µ σ  и частоты поля ω . 
Получены следующие формулы: 
2
2 21 12
a a
a
ε µ σ
α ω
ω ε
 
= + − 
 
 
            (8.5) 
2
2 21 12
a a
a
ε µ σβ ω
ω ε
 
= + + 
 
 
            (8.6) 
Из выражений (8.3), (8.5), (8.6) следует, что при увеличении прово-
димости среды σ
 
коэффициент затухания α  растет, коэффициент фазы β  
растет, длина волны X уменьшается. Затухание обусловлено тепловыми 
потерями в среде. 
ЭМВ характеризуется формой фронта и скоростью его распро-
странения. 
Фронтом волны называется воображаемая поверхность в простран-
стве, во всех точках которой в данный момент времени фазы поля 
одинаковы. Определим форму фронта волны, которая описывается выра-
жениями (8.1), (8.2). В этих выражениях фаза поля ψ  – это аргумент коси-
нуса, то есть: 
,e ht zψ ω β φ= − + .                                            (8.7) 
На фронте волны выполняется условие: 
,e ht z constψ ω β φ= − + = .                                       (8.8) 
Рис. 8.3. Зависимость амплитуды 
вектора Е от координаты z 
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Найдем из выражения (8.8) координату фронта z: 
,e ht constz
ω φ
β
− +
= .                                           (8.9) 
Для каждого момента времени уравнение (8.9) есть уравнение плос-
кости z = const. Поэтому волна, описываемая выражениями (8.1), (8.2), на-
зывается плоской. Из выражения (8.9) следует, что с ростом времени t ко-
ордината фронта z увеличивается, то есть фронт движется вдоль оси z.  
Фазовой скоростью ϑΦ  называется скорость движения фронта. Полу-
чим выражение для фазовой скорости. Для этого продифференцируем вы-
ражение (8.9) по времени:  
dz
dt
ωϑ βΦ = = .                                              (8.10) 
Вектор фазовой скорости перпендикулярен фронту волны. 
Таким образом, в плоской волне в соот-
ветствии с выражениями (8.1), (8.2), (8.9) век-
торы E

 и H

 взаимно перпендикулярны и пер-
пендикулярны вектору фазовой скорости 
(рис. 8.4). 
По отношению к осям системы коорди-
нат x, y, z векторы E

, H

,V

 
могут быть распо-
ложены произвольно, но их взаимная ориен-
тация сохраняется. 
По определению, длина волны λ  – это расстояние между двумя фрон-
тами, фазы поля на которых отличаются на 2pi . Это позволяет выразить 
длину волны через коэффициент фазы β . Действительно, пусть на фронте с 
координатой 1z , фаза поля равна const. На фронте с координатой 2z  фаза 
поля равна const + 2π. Тогда в соответствии с выражением (8.9): 
,
1
e ht constz
ω φ
β
− +
= ;                                        (8.11) 
,
2
2e ht constz
ω φ pi
β
− + +
= .                                     (8.12) 
Из выражений (8.11), (8.12) следует: 
2 1
2
z z
pi λβ− = =                                                       (8.13) 
Выражение (8.13) совпадает с ранее записанным выражением (8.3). 
По форме фронта ЭМВ делятся на плоские, сферические и цилинд-
рические. Плоская волна рассмотрена выше, в сферической волне фронт 
имеет сферическую форму, в цилиндрической волне – цилиндрическую. 
Рис. 8.4. Векторы Е, Н  
и вектор фазовой скорости 
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Строго, плоская волна излучается источником в виде распределения 
синфазных токов, расположенных на безграничной плоскости, сфериче-
ская волна – источником, расположенным в точке, цилиндрическая волна – 
источником в виде синфазных токов, распределенных вдоль прямой линии. 
На рис. 8.5 показан точечный источник ЭМП (расположен в точке О), 
фронт волны в виде сферы и векторы фазовой скорости ϑΦ  в разных точках 
фронта перпендикулярно фронту). Показана также область пространства V, 
размеры которой значительно меньше радиуса фронта r. Такая область 
называется локальной. В пределах 
этой области участок сферическо-
го фронта можно считать пло-
ским, следовательно, в локальной 
области пространства сфериче-
скую волну можно считать пло-
ской. Точно так же цилиндриче-
скую волну в локальной области 
пространства можно считать пло-
ской волной. 
 
8.3. Описание измерительной установки 
Лабораторная работа выполняется на компьютере путем численного 
моделирования изучаемых физических процессов с использованием про-
граммы WOLNA. 
WOLNA использует формулы (8.1), (8.2), (8.5), (8.6). При этом пара-
метры среды и частота вводятся после запуска программы по запросу про-
граммы. После расчета параметров волны и зависимости векторов E

 и H

 
от координаты z и времени на экране появляется меню. 
При выборе пункта меню «Вывод» этот пункт меню разворачивается 
в подменю с пятью пунктами: 
а) при выборе первого пункта на экран выводится таблица парамет-
ров волны в заданной среде и вакууме (для сравнения); 
б) при выборе второго пункта на экран выводится картина с вектора-
ми E

, H

 
и вектором Пойнтинга – П

 (при этом волна распространяется 
вдоль оси Z; при нажатии клавиши «Enter» векторы E

, H

 и П

 меняются во 
времени, то есть выводятся зависимости E(t), H(t), П(t); 
в) при выборе третьего пункта на экран выводится зависимость E(z); 
г) при выборе четвертого пункта на экран выводится зависимость H(z); 
д) при выборе пятого пункта на экран выводится зависимость E(z), 
H(z) и П(z). 
Z 
 
Рис. 8.5. Точечный источник ЭМВ 
 231 
8.4. Задание и порядок выполнения работ 
1. Запустить программу WOLNA. 
2. Ввести исходные данные для расчета – параметры среды , ,ε µ σ
 
и 
частоту f (варианты задаются преподавателем). 
3. После расчета (отработки программой заданных исходных дан-
ных) вывести на экран всю предусмотренную в программе информацию с 
помощью появившегося меню. 
4. Для каждого набора параметров: 
– выписать параметры волны в заданной среде и в вакууме, постро-
ить графики зависимости длины волны, фазовой скорости, волнового со-
противления, фазового сдвига между векторами E

 и H

, коэффициента за-
тухания от частоты для ряда значений проводимости и ряда значений ди-
электрической проницаемости среды; 
– зарисовать распределение векторов E

 и H

 в пространстве, то есть 
E(z) и H(z); 
– сделать выводы о зависимости параметров волны: коэффициента 
фазы, коэффициента затухания, волнового сопротивления, фазовой скоро-
сти, длины волны и фазового сдвига между векторами E

 и H

 от парамет-
ров среды и частоты; 
– обратить внимание на появление обратной составляющей мгновен-
ного вектора Пойнтинга в проводящей среде. 
Таблица 8.1 
Параметры среды 
№ варианта Тип среды Параметры среды 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
Воздух 
Морская вода 
Пресная вода 
Почва 
Фторопласт 
Медь 
Алюминий 
серебро 
1, 1, 0ε µ σ= = =  
81, 1, 0, 4ε µ σ= = =  
1, 1, 0,0005ε µ σ= = =  
10, 1, 0,01ε µ σ= = =  
82,5, 1, 2,5 10ε µ σ −= = = ⋅  
1, 1, 55000000ε µ σ= = =  
1, 1, 32000000ε µ σ= = =  
1, 1, 61000000ε µ σ= = =  
 
Указанные варианты выполняются на частотах, заданных в табл. 8.2. 
Таблица 8.2 
Частота 
Частота Значение частоты, МГц Частота Значение частоты, МГц 
f1 
f2 
f3 
f4 
0,001 
0,01 
0,1 
1 
f5 
f6 
f7 
f8 
10 
100 
1000 
10000 
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8.5. Содержание отчета 
1. Название и цель работы. 
2. Название очередного пункта задания, таблицы, рисунки, графики 
по пункту, выводы. 
 
8.6. Контрольные вопросы 
1. Определение плоской, цилиндрической и сферической волн и их 
основные свойства. 
2. Определение фронта волны, фазовой скорости, длины волны в 
среде, волнового сопротивления. 
3. Критерий деления сред на диэлектрики, полупроводники и проводники. 
4. Запись плоской волны, распространяющейся в проводящей и не-
проводящей средах в заданном направлении. 
5. Характер зависимости параметров волны от частоты и параметров среды. 
6. Свойства активного и реактивного поля элементарного электриче-
ского диполя. Соотношение этих полей в ближней, промежуточной и 
дальней зонах. 
 
 
Лабораторная работа 9. 
Отражение и преломление электромагнитных волн 
 
9.1. Цель работы: путем численного моделирования на компьютере с 
использованием программы OTR изучить основные закономерности при паде-
нии электромагнитной волны (ЭМВ) на плоскую границу раздела двух сред. 
 
9.2. Теоретические сведения  
При падении ЭМВ на границу раздела двух сред с различными пара-
метрами , ,ε µ σ  происходит отражение и преломление волны. Падающая вол-
на может быть поляризована произвольно и представляется в виде суммы 
двух волн с линейной ортогональной поляризацией. При  рассмотрении  во-
просов  отражения и преломления в качестве таких волн берут вертикально и 
горизонтально поляризованные волны. Граница раздела и фронт падающей 
волны считаются плоскими. Векторы E

 и H

 вертикально и горизонтально 
поляризованных волн показаны на рис. 9.1 и 9.2, где использованы следую-
щие обозначения:  , ,B B Bi R rE E E
  
 – векторы E

 в падающей, отраженной и пре-
ломленной волнах при вертикальной поляризации; , ,B B Bi R rH H H
  
 – векторы H

 в 
падающей, отраженной и преломленной волнах при вертикальной поляриза-
ции; , ,B B Bi R rE E E
  
 – векторы E

 в падающей, отраженной и преломленной волнах 
при горизонтальной поляризации; , ,B B Bi R rH H H
  
 – векторы H

 в падающей, от-
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раженной и преломленной волнах при горизонтальной поляризации; 
, ,i R rϕ ϕ ϕ  – угол падения, отражения и преломления. 
 
  
Рис. 9.1. Вертикальная поляризация 
 
Рис. 9.2. Горизонтальная поляризация 
 
Первая среда, из которой падает волна, имеет параметры 1 1 1, ,ε µ σ ; 
вторая среда, на которую падает волна, имеет параметры 2 2 2, ,ε µ σ . Углы 
, ,i R rϕ ϕ ϕ  связаны соотношениями:  
2
1
sin
;
sin
Г
i R
i
V
V
ϕϕ ϕ
ϕ
Φ
Φ
= = ,                                           (9.1) 
где  Vф1, Vф2 – фазовые скорости волн в первой и второй средах. 
Комплексные амплитуды векторов поля в падающей, отраженной и пре-
ломленной волнах связаны между собой так называемыми коэффициентами 
Френеля – коэффициентами отражения и коэффициентами преломления. 
Эти коэффициенты различны при вертикальной и горизонтальной по-
ляризациях, зависят от параметров сред, частоты волны и угла падения. В ча-
стности коэффициенты отражения определяются следующими формулами: 
а) при вертикальной поляризации: 
2 2
1 1 2 2 2 1
2 2
1 1 2 2 2 1
sin
sin
B
B
i iR
BB
i i
k k k kE R e
E k k k k
βε ε ϕ
ε ε ϕ
− −
= =
+ −
;                             (9.2) 
б) при горизонтальной поляризации: 
2 2
1 1 2 2 2 1
2 2
1 1 2 2 2 1
sin
sin
i iR
B
i i
k k k kE R e
E k k k k
βµ µ ϕ
µ µ ϕ
Γ
Γ
Γ
− −
= =
+ −
,                            (9.3) 
где  1 21 1 1 2 2 2,k i k i
σ σ
ω ε ω ω ε ω
ω ω
   
= − = −   
   
; 1 1 1, ,ε µ σ  – параметры первой 
среды; 2 2 2, ,ε µ σ  – параметры второй среды ω  – частота падающей волны.  
Модули коэффициентов отражения ( ,BR RΓ ) показывают, как связаны 
амплитуды падающей и отраженной волн на границе раздела, фазы коэф-
фициентов отражения ( ,BR RΓ ) показывают, как связаны фазы падающей и 
отраженной волн на границе раздела. 
 234 
Если 1 2 0σ σ= = , при некотором угле падения отраженной волны не 
будет, то есть падающая волна полностью преломляется (переходит во 
вторую среду). Это явление называется явлением Брюстера, а соответст-
вующий ему угол падения – углом Брюстера и обозначается символом бϕ . 
Если первая среда более плотная в оптическом отношении (Vф1 > Vф2) и 
1 2 0σ σ= =  угол преломления больше угла падения. В этом случае при неко-
тором угле падения poϕ  начинается  явление полного  внутреннего отраже-
ния, то есть волна полностью отражается от границы раздела. Это явление 
используется при построении оптических линий передачи. 
 
9.3. Задание и порядок выполнения работ 
1. Загрузить программу OTR. 
2. Прочитать два экрана информации о программе. 
3. Ввести исходные данные для расчета в соответствии с заданными 
преподавателем вариантами (табл. 9.1). 
4. Для каждого варианта зарисовать картину, выводимую на экран, и, 
нажав клавишу F3, вывести на экран графики зависимости модулей и фаз 
коэффициентов отражения и зарисовать их. 
Таблица 9.1 
№ варианта Параметры  
первой среды 
Параметры  
второй среды 
Частота  
в МГц 
Угол падения 
в нрад 
1 
2 
3 
1 1 11, 1, 0ε µ σ= = =  
1 1 14, 1, 0ε µ σ= = =  
1 1 11, 1, 0ε µ σ= = =  
2 2 24, 1, 0ε µ σ= = =  
2 2 20, 4, 1ε µ σ= = =  
2 2 21, 1, 0ε µ σ= = =  
1 
1 
1 
40 
40 
poϕ> , poϕ<  
 
9.4. Содержание отчета 
1. Название и цель работы. 
2. Название очередного пункта задания, таблицы, рисунки, графики 
по пункту, выводы 
 
9.5. Контрольные вопросы 
1. Физическая сущность явлений отражения и преломления ЭМВ 
2. Физическая сущность явления Брюстера. 
3. Физическая сущность явления полного внутреннего отражения и 
его использование в технике. 
4. Поверхностный эффект и его использование в технике. 
5. Связь между углами поденная, отражения и преломления. 
6. Связь между комплексными амплитудами векторов поля падаю-
щей, отраженной и преломленной волн. 
7. Зависимость модулей и фаз коэффициентов отражения от угла па-
дения и параметров сред. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ПРАКТИЧЕСКИМ ЗАНЯТИЯМ 
 
1. Волноводы 
 
1.1. Основные теоретические сведения 
Критическая длина волны для волн типа Emn и Hmn в прямоугольном 
волноводе: 
( ) ( )2 2
2
/ /
кр
m a n b
λ =
+
,                                        (1.1) 
где  а – размер широкой стенки волновода; 
b – размер узкой стенки волновода. 
Критическая длина волны в круглом волноводе: 
2
кр
mn
a
B
piλ =
   для Е-волн 
2
кр
mn
a
A
piλ =
  
для Н-волн 
(1.2)
 
где  Bmn – n-ный корень уравнения Jm(x) = 0; 
Amn – n-ный корень уравнения J'm(x) = 0.  
Значения Bmn и Amn берутся из таблиц [3].  
Условие существования волн в волноводах: 
вт крλ λ λ< < ,                                                (1.3) 
где втλ  – длина высших типов волн.  
Фазовая скорость волны: 
( )21 /ф кр
с
v
λ λ
=
−
.                                            
(1.4) 
Групповая скорость волны: 
( )21 /гр крv c λ λ= ⋅ − .                                          (1.5) 
Длина волны в волноводе: 
( ) 21 /в кр
λλ
λ λ
=
−
.                                           
(1.6) 
Поперечное волновое число: 
2 / крx pi λ= ⋅ .                                               (1.7) 
Продольное волновое число: 
( )22 2 1 / 2 / /кр в вk x k w vβ λ λ pi λ= − = ⋅ − = ⋅ = ,                    (1.8)  
где  2 /k pi λ= ⋅ . 
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Волновое сопротивление волновода для волн типа mnE : 
( )20 1 /e крW W λ λ= ⋅ − ,                                       (1.9) 
Волновое сопротивление волновода для волн типа Hmn: 
( )
0
2
1 /
H
кр
WW
λ λ
=
−
,                                        (1.10) 
где  0 120 377W pi= = Ом – волновое сопротивление плоской волны в сво-
бодном пространстве. 
Составляющие векторов напряженностей электрического и магнит-
ного полей в прямоугольном волноводе: 
– для волн типа Emn: 
02
02
0
02
2
. cos sin ;
. sin cos ;
sin sin
sin cos ;
j z
x
j z
y
j z
z
j za
x
a
y
m m x n yE j E e
a ba
n m x n yE j E e
a bb
m x n yE E e
a b
n n x n yH jw E e
a bb
mH jw
− β
− β
− β
− β
β⋅ ⋅ pi pi pi   
= − ⋅   
   χ ⋅
β ⋅ ⋅ pi pi pi   
= − ⋅   
   χ ⋅
pi pi   
= ⋅   
   
ε pi pi pi   
= × ⋅   
   χ
ε pi
= −
χ
ɺ
ɺ
ɺ
0 cos sin ;
0;
j z
z
m x n yE e
a ba
H
− βpi pi   × ⋅   
   
=
 
– для волн типа Hmn: 
02
02
02
02
0
cos sin ;
sin cos ;
0;
sin cos ;
cos sin ;
co
j za
x
j za
y
z
j z
x
j z
y
z
n m x n yE jw H e
a bb
m m x n yE jw H e
a ba
E
m m x n yH j H e
a ba
n m x n yH j H e
a bb
H H
− β
− β
− β
− β
µ pi pi pi   
= ×   
   χ
µ pi pi pi   
= − ×   
   χ
=
β pi pi pi   
= ×   
   χ
β pi pi pi   
= ×   
   χ
=
ɺ
ɺ
ɺ
s cos j zm x n y e
a b
− βpi pi   ×   
   
                   (1.11) 
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Составляющие векторов поля в круглом волноводе для волн типа Еmn: 
( )
( )
( )
0
2
12
2
0 2
0
;
cos ; ;
sin ;
cos , 0.
a
r r
mn mn
m m
mn mn
j z a
r
j zmn
m
mn
j zmn
z m z
wH E E j E
B r B rma aJ J
B r a B a
w
m e H E
B rmaE j E J m e
B r a
B rE E J m e H
a
ϕ
β
ϕ
β
ϕ
β
ε ββ
εϕ β
β ϕ
ϕ
+
−
−
−
−
= = − ×
    
× − ⋅ ×    
    
× =
 
=  
 
 
= = 
 
ɺ
ɺ
ɺ
                        (1.12)  
Составляющие векторов поля в круглом волноводе для волн типа Hmn: 
( )
( )
( )
2
02
2
0 12
0
sin ;
; ; ;
cos ;
0; cos .
j za mn
r m
mn
r r r
a a a
mn mn
a m m
mn mn
j z
j zmn
z z m
w ma A rE j H J m e
A r a
H E H E H E E jw
w w w
A r A rma aH J J
A r a A a
m e
A rE H H J m e
a
β
ϕ ϕ ϕ ϕ
β
β
µ ϕ
β β β
µ µ ϕ
µ
ϕ
ϕ
−
+
−
−
 
=  
 
− −
= = = = ×
    
× − ×    
    
×
 
= =  
 
ɺ
ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ
ɺ ɺ
                
(1.13) 
Коэффициент затухания волны типа 10H  в прямоугольном медном 
волноводе (в децибелах на метр): 
2
2
20.104
2
,
2
r
r
b
a a
b
a
λ
ε
α
λλ ε
  +  
   
≈
 
−  
 
                                    
(1.14) 
где  rε  – относительная диэлектрическая проницаемость среды, запол-
няющей волновод. 
Коэффициент затухания волны типа Н11 в круглом медном волноводе 
(в децибелах на метр): 
2
2
0.09 0.07
2
.
2 0.34
2
r
r
a
a
a
λ
ε
α
λλ ε
 
+   
≈
 
−   
                                    
(1.15) 
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1.2. Примеры решения типовых задач 
1. Определить размеры поперечного сечения прямоугольного волно-
вода, если известно, что для волны типа 10H  критическая длина волны 
10 5,7Hкрλ = см, а для волны типа 11H
 
критическая длина волны 11Hкрλ =  2,3 см. 
Решение: 
Из формулы (1.1) следует, что 10 2Hкр aλ = , отсюда 10 / 2 2.85Hкрa смλ= = . 
Критическая длина волны 11H  равна 
11
2 2
2 2
2 2
1 1
H
кр
ab
a b
a b
λ = =
++
, 
отсюда                  
( ) ( ) ( )
11
11
2 2 22
2.3 2.85 1.26
4 2.85 2.34
H
кр
H
кр
a
b см
a
λ
λ
⋅
= = =
⋅ −
−
 
2. Волна типа 10H  в волноводе с размерами стенок а = 40 мм, b = 20 мм 
имеет амплитудное значение Емакс = 3 410⋅  В/м. Длина волны генератора 
λ
 
= 55 мм. Найти длину волны в волноводе вλ , а также величину Нzмакс – 
амплитуду напряженности магнитного поля на узких стенках волновода. 
Решение: 
Критическая длина волны: 
10 2 80Hкр a ммλ = = . 
Длина волны в волноводе: 
2
55 75,7
551
80
в ммλ = =
 
−  
 
. 
Из формул (1.11) для волны 10H  (m = 1, n = 0): 
0 cos 2
j z
z
xH H e βpi − = ⋅ 
 
. 
Так как на узких стенках (то есть при х = 0 и х = а) cos 1
2
xpi 
= ± 
 
,то: 
4 3
0 3 7 8
0 0
3 10 55 10 54.71 .
2 40 30 4 10 2 3 10
макс макс
zмакс
E E АH H
aw a c м
pi pi λ pi
µ µ pi pi pi
−
− −
⋅ ⋅ ⋅
= = = = =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 
3. Прямоугольный волновод, заполненный воздухом, имеет попереч-
ное сечение 10×5 см2. Определить все типы волн, которые могут сущест-
вовать в волноводе при частоте 5000 МГц. Для основной волны и волны с 
наиболее высокими значениями тип найти критическую длину волны, 
длину волны в волноводе, фазовую и групповую скорости. 
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Решение: 
Длина волны в свободном пространстве: 
8
6
3 10 6 .
500 10
c
смfλ
⋅
= = =
⋅
 
Согласно условию (1.3) должно выполняться: 
2 2
26 .
10 5
кр
m n
λ< =
   
+   
   
 
Придавая m и n целые значения, найдем искомые ТИПЫ волн: 
а) 101, 0. 20 6Hкр крm n см смλ λ= = = = > , то есть волна 10H может существо-
вать в волноводе; 
б)
 
202, 0. 10 6Hкр крm n см смλ λ= = = = > , то есть волна 20H может распростра-
няться; 
в) 303, 0. 6.67 6Hкр крm n см смλ λ= = = = > , то есть волна 30H существует; 
г) 404, 0. 5 6Hкр крm n см смλ λ= = = = < , то есть волна 40H лежит в области  
отсечки. 
Аналогично доказывается, что в волноводе могут существовать вол-
ны 01 11 11, ,H H E . Для волны Н10 находим: 
2
6 6,3
61
20
в смλ = =
 
−  
 
 
8
8
2
3 10 3,15 10 /
61
20
фv м с
⋅
= = ⋅
 
−  
 
 
2
82.86 10 /гр
ф
c
v м с
v
= = ⋅  
Для волны Н30: 
2
6 13, 4
6.671
20
в смλ = =
 
−  
 
 
8
8
2
3 10 6.7 10 /
6.671
20
фv м с
⋅
= = ⋅
 
−  
 
 
2
81.35 10 /гр
ф
c
v м с
v
= = ⋅  
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4. При каком диаметре круглого волновода в нем может распростра-
няться только основной тип волны при частоте колебаний 10 ГГц? 
Решение: 
Длина волны в свободном пространстве: 
8
9
3 10 3
10 10
смλ ⋅= =
⋅
 
Основной тип волны 11H . у которой: 
2 3.413 , .
1.841кр
a
a
piλ = =
 
0.88
3.14
a см
λ
> =  
Ближайший высший тип волны в круглом волноводе – волна 01E , у 
которой: 
2 2.613
2.405кр
a
a
piλ = =  
следовательно, должно выполняться условие: 
1.15
2.61
a
λ
< =  
В результате 0,88 см < а < 1,15 см, а диаметр удовлетворяет условию 
1,76 cм < d < 2,3 см. 
5. Радиус круглого волновода а = 15 мм, длина волны возбуждающе-
го генератора в свободном пространстве λ
 
= 32 мм, тип волны 01E . Ампли-
туда продольной проекции вектора напряженности электрического поля на 
оси волновода Ео = 7 · 310  В/м. 
Найти ( ) ( )rm mE r и и ( ) ( )rm mиH rϕ – соответственно амплитудное значение ради-
альной проекции напряженности электрического поля и азимутальной 
проекции напряженности магнитного поля на стенки круглого волновода. 
Решение: 
Критическая длина волны: 
01 2.61 3.92Eкр aλ λ= = >  
Волна 01E  может существовать в данном волноводе. 
Изформулы (1.12) при m = 0 и n = 1: 
( )0 1 01
01
j z
r
aEE j J B e
B
ββ −
=
ɺ
 
откуда                                   ( )0 1 01
01
( )
rm
aEE r j J B
B
β
=
 
Продольное волновое число из формулы (1.8): 
23
3 2
2 32 101 113.4
32 10 3.92 10
piβ
−
− −
 ⋅
= − = 
⋅ ⋅ 
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Следовательно: 
3
3113.4 15 10( ) 7 10 0.520 2574
2.405rm
ВE r
м
−
⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ =  
По формуле (1.9): 
01
23
2
32 10377 1 217.8
3.92 10E
W Ом
−
−
 ⋅
= − = 
⋅ 
 
Амплитудное значение напряженности азимутальной составляющей 
магнитного поля: 
( ) ( )
01
2574 11.82
217.8m
r
E
E a AH a
W мϕ
= = = . 
  
 
1.3. Задачи для самостоятельного решения 
1. В прямоугольном волноводе сечением 1,7×0,8 см возбуждается 
волна типа Н10 от генератора, работающего на частоте f = 15 ГГц. Опреде-
лить длину волны в волноводе. 
2. В прямоугольном волноводе сечением 4,3×3,2 см возбуждается 
волна типа Е11. Определить длину волны в волноводе, если генератор ра-
ботает на волне λ =
 
3,2 см. 
3. Генератор, работающий на частоте f = 9200 МГц, возбуждает в 
прямоугольном волноводе волну типа Н10. Определить размер широкой 
стенки волновода, если длина волны в волноводе вλ =4.6 см. 
4.  Фазовая скорость волны типа   H10   в   прямоугольном   волноводе 
фV  = 4 · 108 м/с. Определить размер широкой стенки волновода, если воз-
буждающий генератор работает на частоте f = 3000 МГц. 
5. Длина волны в прямоугольном волноводе вλ =  18 см при фазовой 
скорости фV  = 109 м/с. Определить частоту возбуждающего генератора. 
6. Групповая скорость распространения электромагнитных волн в 
прямоугольном волноводе грV 82 10= ⋅ м/с. Определить длину волны возбуж-
дающего генератора, если длина волны в волноводе  вλ = 9 см. 
7. Определить коэффициент затухания прямоугольного медного вол-
новода с воздушным ( 1ε = ) заполнением при длине волны возбуждающего 
генератора λ = 10 см. Сечение волновода 7,2 × 3,4 см. 
8. Определить внутренний диаметр круглого волновода, в котором 
распространяется волна типа Е11 с критической длиной волны крλ = 4,1 см. 
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9. Длина волны типа H11
 
в круглом волноводе с внутренним диамет-
ром 2а' = 4 см в два раза меньше, чем в волноводе с внутренним диаметром 
2а" = 2 см. Определить длину волны возбуждающего генератора. 
10. В круглом медном волноводе с воздушным ( 1ε = ) заполнением воз-
буждается волна типа H11 генератором, работающим на частоте f = 8200 МГц. 
Критическая длина волны в волноводе для данного типа волны крλ
 
= 6,2 см. 
Определить коэффициент затухания волновода. 
 
1.4. Ответы 
1. вλ
 
= 2,48 см. 2. вλ
 
= 4,08 см. 3. а = 2,3 см. 4. а = 7,6 см.  
5. f = 5580 МГц. 6. λ
 
= 6 см. 7. a ≈ 0,02 дБ/м. 8. 2а
 
>
 
5 см.  
9. λ  = 3,05 см.  10. a ≈ 0,03 дБ/м. 
 
 
 
2. Резонаторы 
 
2.1. Основные теоретические сведения 
Резонансная частота колебаний типа Emnp и Нmпр в прямоугольном ре-
зонаторе: 
2 2
0 2
c m n pf
a b l
     
= + +     
     
,                                    (2.1) 
где  l – длина резонатора. 
Резонансная частота колебаний типа Emnp в цилиндрическом резонаторе: 
2 2
0 2
mnBc pf
a l
pi
pi
   
= +   
  
,                                     (2.2) 
Резонансная частота колебаний типа Нmпр в цилиндрическом резонаторе: 
2 2
0 2
mnAc pf
a l
pi
pi
   
= +   
  
,                                    (2.3)  
Добротность цилиндрического резонатора на волне Е010: 
010
21.3
1E
a lQ
a
δ ⋅= ⋅
+
,                                         (2.4) 
где  δ  – проводимость материала, из которого изготовлен резонатор. 
Добротность прямоугольного резонатора на волнах Н101 и Е110. 
3/ 2
2 2
0
2 2
1 1
1 1 2 1 1 22 рез
a lQ
w
a b a l b l
δ
pi
ε
 
+ 
 
= ⋅
   
+ + +   
   
,                             (2.5)  
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Резонансная частота тороидального резонатора: 
0
1
,
2 эк эк
f
L Cpi
=
⋅
                                           
(2.6) 
где                                   20 0ln , /2эк эк
h bL C a d
a
µ
ε pi
pi
 
= = ⋅ 
 
.                                 
(2.7) 
Здесь h – высота резонатора, а – внутренний радиус резонатора, b – внеш-
ний радиус, d – высота емкостного зазора резонатора. 
 
 
2.2. Примеры решения типовых задач 
1. Прямоугольный объемный резонатор заполнен воздухом и имеет 
следующие размеры: а = 36 мм, b = 22 мм, l = 65 мм. Определить резо-
нансную длину волны для колебания типа Е112. 
Решение: 
Согласно формуле (2.1): 
2 2 28
0 3 3 3
2 10 1 1 1 9.23 ГГц
2 36 10 22 10 65 10
f
− − −
⋅      
= + + =     
⋅ ⋅ ⋅     
 
Следовательно: 
0
0
3.25c смfλ = =  
 
2. Прямоугольный объемный резонатор имеет размеры: а = 20 мм,  
b = 25 мм, l = 30 мм. Определить резонансную длину волны двух низших 
типов колебаний. Как они обозначаются? 
Решение: 
Так, низшими типами являются волны, имеющие наибольшие дли-
ны λ , следовательно к ним можно отнести волны типа Н101, Н011, Е110: 
101
011
110
0 2 2 2
3 3 3
0 2 2 2
3 3 3
0 2 2 2
3 3 3
2 3.328
1 0 1
20 10 25 10 30 10
2 3.841
0 1 1
20 10 25 10 30 10
2 3.123
1 1 0
20 10 25 10 30 10
H
H
E
см
см
см
λ
λ
λ
− − −
− − −
− − −
= =
     
+ +     
⋅ ⋅ ⋅     
= =
     
+ +     
⋅ ⋅ ⋅     
= =
     
+ +     
⋅ ⋅ ⋅     
 
Следовательно, данному условию удовлетворяют волны Н011 и Н101 
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3. В прямоугольном объемном резонаторе из меди, имеющем разме-
ры: а = 58 мм, b = 25 мм, l = 40 мм, возбуждаются колебания Н101. Опреде-
лить резонансную частоту и собственную добротность резонатора. 
Решение: 
8
0 2 2 2
3 3 3
3 10 2 4530
2 1 1 1
58 10 25 10 40 10
f МГц
− − −
⋅
= =
     
+ +     
⋅ ⋅ ⋅     
 
3/ 2
3 2 3 27
4
6
3 2 3 3 3 2 3 3
1 1
(58 10 ) (40 10 )5,7 10 1,1 10
1 1 2 1 1 22 2 4530 10
(58 10 ) 25 10 58 10 (40 10 ) 25 10 40 10
Q
− −
− − − − − −
 
+ 
⋅ ⋅⋅  
= pi ⋅ = ⋅
   
⋅ pi ⋅ + + +   
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   
 
4. Круглый резонатор с колебанием Е010 выполнен из меди, заполнен 
воздухом и имеет размеры: а = 38,4 мм, l = 40 мм. Вычислить ширину по-
лосы пропускания по уровню 0,707 от максимального значения АЧХ. 
Решение: 
Резонансная частота ОР: 
28
0 3 3
3 10 2,405 3
2 38,4 10 40 10
оf
− −
 
⋅ ⋅ pi 
= + =   pi
⋅ ⋅  
 ГГц 
Добротность резонатора: 
010
3 3
7
3 3
38.4 10 40 1021.3 5.7 10 16080
38.4 10 40 10E
Q
− −
− −
⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ =
⋅ + ⋅
 
Полоса пропускания резонатора 
0
0.707 187
f
П кГцQ= =  
5. Найти резонансную частоту тороидального резонатора с размера-
ми: а = 5 мм, b = 15 мм, d = l мм, h = 10 мм. Резонатор заполнен воздухом. 
Решение: 
Эквивалентная индуктивность резонатора: 
7 2 3
9
3
4 10 10 5 10ln 2.2 10
2 15 10эк
L pi
pi
− − −
−
−
 ⋅ ⋅
= = ⋅ 
⋅ 
Гн 
Эквивалентная емкость резонатора: 
( )212 3 13
3
8.85 10 5 10
6.9 10
10эк
C Ф
pi− −
−
−
⋅ ⋅ ⋅
= = ⋅
 
По формуле (2.6): 
0 9 13
1 4,08
2 2.2 10 6.9 10
f ГГц
pi − −
= =
⋅ ⋅ ⋅
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2.3. Задачи для самостоятельного решения 
1. Прямоугольный объемный резонатор имеет размеры: а = 40 мм, 
b = 25 мм, l = 15 мм. Определить, какая волна является основной, и вычис-
лить соответствующую длину волны. 
2. В цилиндрическом объемном резонаторе длиной l = 5 см возбуж-
даются колебания типа Н011. Каким должен быть диаметр резонатора, что-
бы он оказался настроенным в резонансе на частоту f = 6825 МГц ? 
3. Определить собственную добротность цилиндрического объемно-
го резонатора из меди длиной l = 4 см. В резонаторе возбуждаются колеба-
ния типа Н011
 
с длиной волны 0λ
 
= 2,5 см. 
4. Кубический объемный резонатор имеет воздушное заполнение и 
идеально проводящие стенки с размером 20 мм. Вычислите резонансную 
длину волны для основной моды. 
5. Прямоугольный объемный резонатор, заполненный воздухом, 
имеет размеры: а = 2 см, b = 4 см, l = 3 см. Определите, какой тип колеба-
ний в данном резонаторе является основным, какова его резонансная час-
тота, какая мода является ближайшей высшей. 
6. Круглый объемный резонатор с воздушным заполнением имеет 
диаметр 5 см и длину 2,5 см. Определите резонансные длины волн для мод 
Е010
 
и Е011 в данном резонаторе. 
7. Круглый объемный резонатор имеет идеально проводящие стенки 
и воздушное заполнение. Измерения показали, что колебания типа Е010 
имеют резонансную частоту 3.5 ГГц, а колебания типа Н111 – резонансную 
частоту 5,8 ГГц. Определите радиус резонатора и его длину. 
8. Вычислите добротность круглого объемного резонатора, выпол-
ненного из меди, имеющего радиус 3 см, длину 4 см и работающего на ти-
пе колебаний Е010. 
9. Имеется кубический объемный резонатор с длиной ребра а. В ре-
зонаторе возбуждена мода Н101. Докажите, что добротность такой колеба-
тельной системы Q = a/(2d), где d – толщина поверхностного слоя в мате-
риале стенок на резонансной частоте. 
10. Определить размеры кубического резонатора, низшая резонанс-
ная частота которого равна 5 ГГц. 
 
2.4. Ответы 
1. Е110, 0λ = 4,24 см. 2. d = 6 см. 3. Q = 2,35·104. 4. 101 011 1100 0 0 2.83H H E смλ λ λ= = = . 
5. Н011, 0f
 
= 6,24 ГГц, Е110. 6. 0100Eλ = 6,53 см, 0110Eλ
 
= 5,99 см. 7. а = 3,28 см,  
l = 2,92 см.  8. 
010
41.59 10EQ = ⋅ . 10. а = b =  l = 4,24 см. 
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3. Электростатика 
 
3.1. Основные торетические сведения 
Сила взаимодействия двух точечных зарядо: 
1 2
2
04
q q rF
r rpiεε
= ⋅


,                                             (3.1) 
где  q1, q2 – величины зарядов, r – расстояние между ними. 
Напряженность электрического поля точечного заряда q: 
2
04
q rE
r rpiεε
= ⋅


,                                              (3.2) 
Электрическое смещение (индукция): 
0aD E Eε εε= =
  
,                                                (3.3) 
Граничные условия для нормальных составляющих вектора D

 на 
границе раздела двух сред: 
1 2
1 2 , 0
n n
n n
D D
D D если
σ
σ
− =
= =
 
  ,                                          (3.4)  
Здесь σ 5 = dq/dS – поверхностная плотность заряда. 
Граничные условия для тангенциальных составляющих вектора E

 на 
границе раздела двух сред: 
1 2E Eτ τ=
 
,                                                  (3.5)  
Граничные условия для потенциалов на границе раздела двух сред: 
1 2 , /где W qϕ ϕ ϕ= = ,                                          (3.6) 
Здесь W – потенциальная энергия электростатического поля. 
Граничные условия для случая, когда вторая среда – проводник: 
2 2 20, 0,E D constϕ= = =
 
 
1 1 1, 0nD D E τσ= = =
  
,                                          (3.7) 
Напряженность   электрического  поля  и  потенциал связаны зави-
симостью: 
2
1 2
1
E grad
E dl
ϕ
ϕ ϕ
= −
− = ⋅∫

 ,                                             (3.8) 
Энергия электрического поля, запасенная в объеме V: 
1
2э V
W E Ddv= ⋅∫
 
,                                             (3.9) 
Емкость уединенного проводника и системы из двух проводников: 
/ ,
/
C q
C q U
ϕ=
=
,                                               (3.10) 
где 1 2U ϕ ϕ= −  – разность потенциалов между проводниками. 
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Теорема Гаусса: 
1
s
Dds q или divD ρ= =∫
 
 ,                                  (3.11) 
где /dq dvρ =  – объемная плотность заряда. 
Уравнение Пуассона: 
2 / aϕ ρ ε∇ ⋅ = − ,                                            (3.12)  
Уравнение Лапласа: 
2 0ϕ∇ ⋅ = ,                                                (3.13) 
 
3.2. Примеры решения типовых задач 
1. Определить напряженность и потенциал электрического поля, соз-
данного зарядом, равномерно распределенным в шаровой области радиу-
са а. Объемная плотность заряда постоянна и равна р. 
Решение: 
Решение будем искать в сферической системе координат, начало ко-
торой совпадает с центром шаровой области (рис.3.1). 
Выделим 2 области: 
а) r a≥ , в качестве произвольной замкнутой  
поверхности выберем сферическую поверхность S1. 
Согласно (3.11) 
1
34 / 3
S
Dds q где q V aρ pi ρ= = ⋅ = ⋅∫

 . 
Так как вектор D

 во всех точках сферы S1 име-
ет одно и то же значение и совпадает с нормалью ds, 
то в силу этого: 
1 1 1
24
S S S
Dds Dds D ds D rpi= = =∫ ∫ ∫
 
   . 
Отсюда: 
3 3
2 2
0 0
,
3 3
a D aD E
r r
ρ ρ
εε εε
= = = . 
Потенциал поля: 
3
03
aEdl C C
r
ρϕ
εε
= − + = +∫ . 
Принимая потенциал бесконечно удаленной точки равным нулю, по-
лучим 0C =
.
 
В итоге: 
3
03
a
r
ρϕ
εε
= . 
 
Рис. 3.1. Поле  
шарового заряда 
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б) r a≤ . 
В качестве произвольной замкнутой поверхности выбираем сфериче-
скую поверхность 2S . Тогда: 
1
24
S
Dds D r qpi= =∫
 
 . 
где                        
2
2
0 0
4
, ,
3 3 3 6
r r rq r и D E Cρ ρ ρpi ρ ϕ
εε εε
= = = = − + .
 
Значение С можно определить из условия (3.6) при r = а: 
3 2 2
0 0 03 6 2r a r a
a r aC откуда С
r
ρ ρ ρ
εε εε εε
= =
= − + = . 
Следовательно: 
( )2 2
0
3
6
a r
ρϕ
εε
= ⋅ − . 
Графики ϕ (r) и Е(r) приведены на 
рис. 3.2. 
 
2. Бесконечно длинный цилиндр кругового сечения равномерно заряжен 
электричеством с поверхностной плотностью σ . Радиус цилиндра а. Опреде-
лить напряженность электрического поля вне цилиндра. 
Решение: 
Внутри цилиндра Е = 0. В качестве замкнутой 
поверхности S выберем поверхность замкнутого ци-
линдра произвольной высоты h (рис. 3.3). 
Согласно теореме Гаусса 
0 2E ds hεε pi σ⋅ =∫
 

. 
Причем 
1 2
cos90 cos90
2
S S S
бок
E d s E ds E ds E ds
E S E r hpi
⊥
→ →
⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =
= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∫ ∫ ∫ ∫
 
  
 
Поэтому 
0
; .
aE r a
r
δ
ε ε
⋅
= ≥
⋅ ⋅
 
График Е = f(r)
 
изображен на рис. 3.4. 
Определить напряженность и потен-
циал электриеского поля, созданного заря-
женной проводящей сферой радиуса а, если 
потенциал сферы равен 0ϕ . Определить ем-
кость сферы. 
Рис. 3.2. Графики ϕ  (r) и E(r) 
 
Рис. 3.3. Поле заря-
женного цилиндра 
 
Рис. 3.4. График Е = f(r) 
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Решение: 
Воспользуемся уравнением Лапласа (3.13) в сферической системе 
координат: 
2
2 2
2
2 2 2
1 1
sin
sin
1 0
sin
r
r r r r
r
ϕ ϕθ
θ θ θ
ϕ
θ α
∂ ∂ ∂ ∂   
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +   ∂ ∂ ⋅ ∂ ∂   
∂
+ ⋅ =
⋅ ∂
 
В силу симметрии поле является функцией только радиуса r, поэто-
му уравнение примет вид: 
2
2
1 0d dr
r dr dr
ϕ 
⋅ ⋅ ⋅ = 
 
. 
Отсюда: 
2 1 1
1 22; ;
C Cd
r C d dr C
dr r r
ϕ ϕ ϕ⋅ = = ⋅ = − + . 
Для определения 1C  и 2C воспользуемся граничными условиями: 
1) на поверхности сферы 0ϕ ϕ= , если r a= . 
2) условие на бесконечности 0ϕ →  при r → ∞ .  
Отсюда  1 0 2; 0C a Cϕ− = ⋅ =
  
Окончательно 0 /a rϕ ϕ= ⋅ . Из (3.8): 
0 0
0 0
sin
E grad r r
r r r r
ϕ α ϕ θ ϕ ϕϕ
θ α θ
→ →
→ → →∂ ∂ ∂ ∂
− = = ⋅ + ⋅ + ⋅ = − ⋅
∂ ⋅ ∂ ∂ ∂
 
Таким образом, 20rE E a rϕ= = ⋅ . Емкость сферы C =  q/ 0ϕ . Заряд оп-
ределим с помощью теоремы Гаусса. 
0 0 0 0 2
2
0 04 4
S
aq E d s E S
b
b a
ε ε ε ε ε ε ϕ
pi pi ε ε ϕ
→ →
= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ×
× ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∫
 
Здесь в качестве замкнутой поверхности S выбираем сферическую 
поверхность радиуса b, центр которой совпадает с центром заряженной 
сферы (b > а). 
Таким образом: 
04C api ε ε= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
 
4. Определить напряженность и потенциал электрического поля бес-
конечно длинной коаксиальной линии, если радиус внутреннего цилинд-
рического проводника а, радиус цилиндрической поверхности b. Провод-
ники заряжены до потенциалов 0 , 0a bϕ ϕ ϕ= = . Определить погонную емкость 
линии (рис. 3.5). 
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Решение: 
Для решения задачи используем уравнение 
Лапласа в цилиндрической системе коорди-
нат, расположенной таким образом, что ось Z 
совпадает с осью коаксиальной линии. 
2
2 2 2
1 1 0r
r r r r Z
ϕ ϕ ϕ
α
∂ ∂ ∂ ∂ 
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + = ∂ ∂ ∂ ∂ 
 
Потенциал не зависит ни от α , ни от Z. 
В силу этого: 
1 0r
r r r
ϕ∂ ∂ 
⋅ ⋅ ⋅ = ∂ ∂ 
. 
Откуда 
1 2lnC r Cϕ = ⋅ + . 
Для нахождения C1 и С2 воспользуемся граничными условиями при  
r = а и r = b. 
0 1 2
1 2
ln
0 ln
C a C
C b C
ϕ = ⋅ +
= ⋅ +
 
Откуда: 
0 0
1 2 0
lnln
; ;
ln ln ln
r
b bC C
a a a
b b b
ϕ ϕ ϕ ϕ= = − = ⋅ . 
Натяженность электрического поля: 
0 0
0 0
ln
E grad r r
ar
r
b
ϕ ϕϕ ∂= − = − ⋅ =
∂
  
. 
Погонную емкость можно определить по формуле 0/П aC τ ϕ= , где aτ  – 
заряд, приходящийся на единицу длины внутреннего цилиндра. 
Так как: 
0 0
0
ln
a n r a
E b
a
a
εε ϕδ εε
=
= ⋅ = , 
то: 
0 022
ln
a a a b
a
piεε ϕ
τ δ pi= = . 
Отсюда: 
02
ln
ПC b
a
piεε
= . 
  
Рис. 3.5. Электростатическое  
поле в коаксиальной  
линии передач 
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5. Найти поле, созданное точечным зарядом q, расположенным на 
высоте h над плоскостью. 
Решение: 
Воспользуемся методом зеркальных 
изображений (рис. 3.6). 
Введем в рассмотрение фиктивный 
точечный заряд q, расположенный на рас-
стоянии h от плоскости, симметрично ис-
ходному заряду. Тогда потенциал в точке М: 
0 1 2
1 1
.
4q q
q
r r
ϕ ϕ ϕ
pi ε−
 
= + = ⋅ − 
⋅ ⋅  
 
Выразим 1r  и 2r  через координаты точки наблюдения: 
 ( ) ( )2 22 21 2; .r x z h r x z h= + − = + +
 
Напряженность электрического поля: 
3 3
0 1 2
( ) ( )
.
4z
q z h z hE
z r r
ϕ
pi ε
 ∂ − +
= − = ⋅ − ∂ ⋅ ⋅  
 
Для точек, расположенных на плоскости r1 = r2  напряженность поля: 
3
0 1
.
2z
q hE
rpi ε
⋅
= −
⋅ ⋅ ⋅
 
Поверхностная плотность  заряда,  индуцированного на плоскости: 
0 3
1
.
2z
q hE
r
δ ε
pi
⋅
= ⋅ = −
⋅ ⋅
 
 
3.3. Задачи для самостоятельного решения 
1. Определить емкость двухпроводной линии с радиусами проводов а, 
если расстояние между ними l. Диэлектрическая проницаемость среды 0ε . 
2. Грозовая туча, имеющая площадь 5 км2, располагается на высоте  
2 км от поверхности Земли. Между тучей и Землей образуется постоянное 
электрическое поле с напряженностью Е = 2 · 105 В/м. Оценить энергию поля. 
3. Внутри сферической области радиусом а равномерно распределен 
заряд с объемной плотностью р. Средой является вакуум. Определить на-
пряженность поля во внутренней (r<а) и внешней (r>а) областях. 
4. Вывести формулу для энергии плоского конденсатора емкостью С. 
5. Вывести формулу для определения напряженности электрического 
поля диполя с зарядами +q, –q и расстоянием между ними l. 
6. Определить емкость сферического конденсатора с радиусом об-
кладок r1 и r2. 
 
Рис. 3.6. Поле точечного заряда 
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7. Определить поле зарядов, равномерно распределенных вдоль бес-
конечно прямой линии с плоскостью τ . 
8. Определить емкость цилиндрического конденсатора длиной l с ра-
диусом обкладок r1 и r2 . 
9. В диэлектрике с проницаемостью 2.4ε =
 
создано постоянное элек-
трическое поле Е = 200 кВ/м. Определить электрический дипольный мо-
мент области диэлектрика объемом 6 см3. 
10. Вывести теорему Остроградского – Гаусса. 
 
3.4. Ответы  
1. ( )0 / ln /C l api ε= ⋅ . 2. 101.77 10⋅ Дж. 3. ( ) ( ) ( ) ( )3 20 0/ 3 , ; / 3 ,r rE r a E a r r aρ ε ρ ε= < = ⋅ ≥ .   
4. 2 / 2W CU= . 5. ( ) ( )30 0 0/ 4 2cos( ) sinE r rρ piεε θ θ θ = +   . 6. ( )0 1 2 2 24 /C r r r rpiεε= − .  
7. ( )0/ 2E rτ piε= . 8. ( )0 1 22 / ln /C l r rpiε=    .  9 111.485 10 Кл мρ −= ⋅ ⋅ . 
 
 
4. Магнитостатика 
 
4.1. Основные теоретические сведения 
Закон полного тока: 
L
H d l
→ →
⋅∫  или rot H j
→ →
= ,                                      (4.1) 
где  j – суммарная плотность тока. Закон Био-Савара: 
3
[ ]
4 L
I d l rH
rpi
→ →
→
⋅
= ⋅
⋅
∫  или 3 [ ]4
Id H d l r
rpi
→ → →
= ⋅ ⋅
⋅ ⋅
,                    (4.2) 
Векторный потенциал магнитного поля: 
2
aA jµ
→ →
∇ ⋅ = − ⋅ ,                                              (4.3) 
Решение этого уравнения: 
4
a
V
j dvA
R
µ
pi
→
→
⋅
= ⋅
⋅
∫ ,                                            (4.4) 
где  j – расстояние от точки наблюдения до текущей точки интегрирования. 
Для магнитного поля линейного тока: 
4
a
V
I dlA
R
µ
pi
→
⋅
= ⋅
⋅
∫ ,                                              (4.5) 
Напряженность магнитного поля связана с векторным потенциалом: 
1
a
H rotA
µ
=
 
,                                                (4.6)  
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Энергия магнитного поля: 
1 1
2 2m
v v
W BH dv jAdv= ⋅ =∫ ∫
  
,                                     (4.7) 
Граничные условия для нормальных составляющих вектора магнит-
ной индукции: 
1 2n nB B=
 
,                                                  (4.8) 
Граничные условия для тангенциальных составляющих вектора на-
пряженности магнитного поля: 
1 2H Hτ τ η− =
  
,                                               (4.9)  
где /dI dlη =  – плотность поверхностного тока. 
 
4.2. Примеры решения типовых задач 
1. По бесконечно длинному цилиндрическому проводнику радиуса а 
протекает постоянный ток I. Определить напряженность магнитного поля 
внутри и вне проводника. 
Решение: 
Из (4.1): 
2
L L L
Hdl Hdl H dl H rpi= = =∫ ∫ ∫

   . 
Отсюда: 
( )
2
IH r a
rpi
= ≥
⋅ ⋅
. 
Если точка лежит внутри проводника, то циркуляция по  контуру бу-
дет равна охваченному току 
22
' охвI I S S I r a= ⋅ = ⋅ . Откуда: 
2 ( )2
I rH r a
api
⋅
= <
⋅ ⋅
. 
 
2. По прямолинейному цилиндрическому проводнику радиуса а про-
текает ток I. Найти энергию магнитного поля, сосредоточенного внутри 
участка проводника длиной 1 и внутреннюю индуктивность. 
РЕШЕНИЕ Согласно (4.7), энергия в элементарном объеме про-
водника: 
2
2
e
вн
HdW rdrd dzµ ϕ= . 
где  r, ϕ , z – цилиндрические координаты. По закону полного тока 22
IrH
api
= . 
Следовательно, 
2 2 2
3
2 4
0 0 0 8 16
a l
a a
вн
I I IdW r dr d dz
a
pi µ µϕ
pi pi
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫ . 
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В то же время                   
2
. 2вн внутр
IW L= ⋅ . 
Отсюда:                            ( )8внутр aL Iµ pi= . 
 
3. Определить индуктивность коаксиального кабеля с радиусом жи-
лы r1 радиусом оболочки r2 и r3, считая, что плотность тока постоянна как 
в жиле, так и в оболочке. 
Решение: 
Магнитная энергия 2 2W L I= ⋅ . С другой стороны: 
3
2 2
0
1 2
2 2
r
a
a
V
W H dv H r drµµ pi= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∫ ∫ . 
Применяя закон полного тока, определим напряженность магнитного поля. 
а) для области 0 < r < r1. Из примера 1: 
1 22
I rH
rpi
⋅
=
⋅ ⋅
; 
б) для области r1 < r < r2. Из примера 1: 
2 2
IH
rpi
=
⋅ ⋅
; 
в) для области r1 < r < r3. Величина охваченного тока: 
2 2
3
2 2
3 2
охвS r rI I I
S r r
pi pi
pi pi
−
′ = =
−
. 
Поэтому: 
2 2
3
3 2 2
3 2
'
.
2 2
r rI IH
r r r rpi pi
−
= = ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
 
В результате: 
1 2
1
3
2
2 3 2
4
10
2 2 2
3
2 2
3 2
4 4 4
( )
.( )
r r
a a a
r
r
r
I r IW dr dr
r r
I r r dr
r r r
µ µ µ
pi pi pi
⋅
= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ×
⋅ ⋅ ⋅
⋅ −
× ⋅
− ⋅
∫ ∫
∫
 
Отсюда: 
4 2 2
3 3 32
2 2 2 2 2
1 3 2 2 3 2
3 ( )1 ln ln
4 4 ( ) 4 ( )
a r r r rrL
r r r r r r
µ
pi
 ⋅ −
= + + ⋅ − ⋅ 
⋅ − ⋅ − 
 
Если оболочка кабеля достаточно тонка, то  
3r 2 2r r− ≪  и 
2
1
1 ln
4 4
a rL
r
µ
pi
 
= ⋅ + 
⋅  
. 
4. Длинный диэлектрический цилиндр, заряженный электричеством 
с объемной плотностью 6 34 10 /кл мρ = ⋅ , вращается вокруг оси z, совпадаю-
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щей с осью цилиндра, со скоростью n = 100 об/с. Определить магнитную 
индукцию внутри цилиндра в средней его части в зависимости от расстоя-
ния r, если радиус цилиндра равен 0r . 
Решение: 
Плотность тока: j v rnρ ρ pi= = 2 . 
Поле не зависит от координаты z (цилиндр длинный), поэтому: 
2Hrot H r n
r
ϕ pi ρ
→ ∂
= − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∂
. 
Интегрируя, находим: 
2
ZH n r Cpi ρ= − ⋅ ⋅ ⋅ + . 
Постоянную С легко найти из граничных условий. При: 
0 , 0Zr r H= =  и 
2
0C n rpi ρ= ⋅ ⋅ ⋅ . 
В результате: 
2 2
0( )z aB B n r rµ pi ρ= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − . 
 
5. Радиус витка равен а, ток – I. Определить напряженность магнит-
ного поля на расстоянии r от центра витка, значительно превышающем его 
радиус а (r >> а). 
Решение: 
Векторный потенциал в точке М (рис. 4.1.) равен: 
4
a
L
I d IA
R
µ
pi
→
→
⋅
= ⋅
⋅
∫ . 
Учитывая симметрию, векторный по-
тенциал имеет лишь одну азимутальную со-
ставляющую 0A Aϕ=

. С учетом того, что 
проекция элемента длины dl на азимуталь-
ное направление есть 1 cosdl dl ϕ= , имеем: 
cos
4
a
L
I dIA
R
ϕ
µ ϕ
pi
⋅ ⋅
= ⋅
⋅
∫ . 
С учетом того, что: 
dI a dϕ= ⋅  
и 
2 2 2 sin cosR r a a r θ ϕ= + − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
2
2 2
0
cos
4 2 sin cos
a I a dA
r a a r
pi
ϕ
µ ϕ ϕ
pi θ ϕ
⋅ ⋅ ⋅
= ⋅
⋅ + − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∫ . 
Рис. 4.1. Поле кругового витка 
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В силу того, что r>>а, разложив знаменатель подынтегрального выра-
жения в степенной ряд, можно ограничиться первыми членами разложения: 
2 2
1 1 1 cos
2 sin cos
a d
r rr a ar
ϕ ϕ
θ ϕ
 
≈ + ⋅ 
 + − ⋅
. 
В результате интегрирования напряженность магнитного поля: 
( ) ( )
0 0 0
1 1 1 1
sin
sino
H rotA r A rA
r r r
ϕ ϕθ θµ µ θ θ
 ∂ ∂
= = ⋅ ⋅ − ∂ ∂ 
  
. 
В результате получаем: 
2
003 [ 2 cos sin ].4
I aH r
r
θ θ θ
→ → →
⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
⋅
 
 
4.3. Задачи для самостоятельного решения 
1. Определить индукцию магнитного поля внутри бесконечно длин-
ного прямого цилиндрического проводника радиуса r с поверхностной 
плотностью тока j. 
2. Индуктивная катушка представляет собой один виток, размещен-
ный на кольцевом сердечнике из ферромагнитного материала ( 1µ ≫ ) с 
размерами: внутренний диаметр 2а, внешний диаметр 2b и высота h. Вы-
вести формулу для расчета индуктивности. 
3. Всегда ли соленоидальны линии напряженности магнитного поля H
→
? 
4. Определить индуктивность круглого контура радиуса r с провод-
ником радиуса а. 
5. Определить индуктивность прямоугольной рамки с размерами а, b 
и шириной 0r . 
6. Определить векторный потенциал двухпроводной линии, если рас-
стояния от проводов до точки наблюдения равны 1r  и 2r . 
7. Найти магнитную энергию внутри тороидальной системы, совме-
щенной с бесконечным цилиндрическим проводом, по которому проходит 
постоянный ток I, если размеры тороида равны: внутренний радиус 1r , 
внешний радиус 2r , высота h. 
8. Определить напряженность магнитного поля соленоида с током I, 
длиной l, имеющего n витков. 
9. Определить взаимную индуктивность соленоида и малого витка, 
находящегося внутри соленоида под углом v к оси соленоида. Длина соле-
ноида l, диаметр 12r , количество витков n. Диаметр витка 22r . 
10. Определить величину магнитного потока, проходящего через то-
роид (пример 7). 
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4.4. Ответы 
1. . 2. ln . 3. .
2 2
a aj r h bB L Âñåãäà
a
µ µ
pi
µ µ
⋅ ⋅ ⋅
= = ⋅
⋅
⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 
Всегда. 
2 2
ln(8 ) ln(2 ) ln(2 )4. . 5. 2 () )
4 ( ) ( )
a a
a
rr a a b b a bL r L a b d
a r a d r a d
pi
µ µµ
⋅
⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ + = ⋅ + − ⋅ + − + 
0 0
ln(8 ) ln(2 ) ln(2 )4. . 5. 2 () )
4 ( ) ( )
a a
a
rr a a b b a bL r L a b d
a r a d r a d
µ µ
pi
 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ + = ⋅ + − ⋅ + − + + + 
( )
, .
4
a
a bµ
µ µ
⋅ +
= +
⋅ ⋅ ⋅


 где 2 2, .ãäå d a b+ = +
 
2
0 2 2
1 1
4
6. ln . 7. ln . 8.
2 2 2
a a
M
Z I hr rIA W
r r
µ µ
pi pi
⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ = ⋅ ⋅
⋅ ⋅


2 2 2 1/ 2 2
12 1 2
1
.
9. (4 ) cos . 10. ln
2
a
Z n IH
l
I h rM n r r I v
r
µ
pi
pi
−
⋅ ⋅
=
⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
⋅


 
 
 
 
5. Уравнения Максвелла. Плоские электромагнитные волны 
 
5.1. Основные теоретические сведения 
Система уравнений Максвелла: 
0
D
rotH j E
t
B
rotE
t
divD
divB
σ
ρ
∂
= + +
∂
∂
= −
∂
=
=

 




 
или 
0
L S
L s
L v
L
DH dl j E ds
t
E dl Bds
t
D d S dv
B d S
σ
ρ
 ∂
⋅ = + + ∂ 
∂
⋅ = −
∂
⋅ =
⋅ =
∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫
∫

  
  






 
Вектор Пойнтинга: 
П E H = ⋅ 
  
. 
Параметры плоской волны:  
– коэффициент распространения: 
( ) ,a a a aj jw jw jwγ α β µ σ ε ε µ= + = + = ɺ  
где a a j
w
σ
ε ε= −ɺ  – комплексная диэлектрическая проницаемость; 
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– волновое сопротивление: 
;a aB
a
wZ j µ µ
γ ε
→
⋅
= ⋅ =  
– фазовая скорость: 
;фv w β=  
– длина волны: 
;фv fλ =  
– коэффициент фазы: 
2
2 2
1 1 1 ;
2 a
w
c w
δβ
ε
 
= ⋅ + + 
 
⋅ 
 
– коэффициент ослабления: 
2
2 2
1 1 1 ;
2 a
w
c w
δ
α
ε
 
= ⋅ + − 
 
⋅ 
. 
 
5.2. Примеры решения типовых задач 
1. Определить, при какой частоте амплитуда гармонически изменяющего-
ся тока смещения в морской воде будет равна амплитуде тока проводимости, 
если известно, что проводимость морской воды δ
 
= 40,5 1 1Ом м− −⋅ , а ξ
 
= 81. 
Решение: 
Ток проводимости будет равен току смещения при равенстве плот-
ностей этих токов. 
Следовательно aE w Eδ ε⋅ = ⋅ ⋅ , откуда: 
9
0 0
4.5 10
2 2
f Гцδ
pi ε ε pi ε ε
= = =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
. 
 
2. В некоторой точке пространства заданы комплексные амплитуды 
полей: 
305 8 12
Oj
x y zE i j i e i В м
→ → → →
⋅
= ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  
45 45 600.4 1.6 0.75
O O Oj j j
x y zH e i e i e i A м
→ → → →
⋅ − ⋅ − ⋅
= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ . 
Найти комплексный вектор Пойтинга 
,
П
→
 и его действительную 
часть срП
→
 в данной точке. 
Решение: 
Сопряженная  комплексная  амплитуда   магнитного вектора: 
,
* 45 45 600.4 1.6 0.75
O O Oj j j
x y zH e i e i e i
→ → → →
⋅ − ⋅ − ⋅
= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ . 
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Комплексный вектор Пойнтинга: 
( ) ( )
, ,
30
45 45 60
150 75 60 15
45
1 1[ *] 5 8 12
2 2
0.4 1.6 0.75
3 9.6 1.875 2.4
5.6 .
O
O O O
O O O O
O
x y z
j
j j j
j j j j
x y
j
z
i i i
П E H j e
e e e
e e i e e i
e i
→ → →
→ → →
⋅
− ⋅ ⋅ − ⋅
→ →
⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
→
⋅
= ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ =
⋅ ⋅ − ⋅
= ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +
+ ⋅ ⋅
 
Преобразуя экспоненты с мнимыми показателями по формуле Эйле-
ра, определяем: 
( ) ( )
( ) 2
5.083 7.773 3.306 1.003
3.960 3.960 .
x y
z
П j i j i
Втj i
м
→ → →
→
= − − ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ +
+ + ⋅ ⋅
 
 
3. Найти коэффициент фазы, длину волны  и погонное затухание од-
нородной плоской электромагнитной волны с частотой f = 40 ГГц, которая 
распространяется в полистироле (ε =2.56; tgσ = 43 10⋅ ). 
Решение: 
Коэффициент фазы: 
10 8 16.28 4 10 2.56 (3 10 ) 1340 .w c мβ ε −= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  
Длина волны в полистироле: 
32 / 6.28 /1340 4.69 10 4,69м ммλ pi β −= = = ⋅ = . 
Коэффициент затухания: 
1/ 2 0.201мα β σ −= ⋅ = . 
Погонное затухание: 
8.686 1.75ПОГ дБ мα∆ = ⋅ = . 
 
4. Найти фазовую скорость и длину волны в меди на частоте 100 МГц, 
полагая, что 75,7 10 /См мσ = ⋅  70 4 10амµ µ pi −= = ⋅ . 
Решение: 
Фазовая скорость волны: 
6 7 7
2 ( )
2 2 100 10 (4 10 5.7 10 ) 4188.5 .
фм aмv w w
м с
β µ δ
pi pi −
= = ⋅ ⋅ =
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
 
Длина волны: 
6 7 7 5
2 2 2 ( ) 2
2 (2 100 10 4 10 5.7 10 ) 4.19 10 .
M M aмw
м
λ pi β pi µ δ pi
pi pi − −
= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ×
× ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅
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5. Найти фазовую скорость и глубину проникновения неоднородной 
плоской волны, возникающей при падении плоской электромагнитной волны 
из среды 1 с параметрами 1 13.4; 1ε µ= =  на границу раздела со средой 2, имею-
щей параметры 2 21; 1ε µ= = . Угол падения 045ϕ = , частота поля f = 35 ГГц. 
Решение: 
Угол полного отражения: 
2 1 2 2 1 1arcsin( / ) arcsin( / ) arcsin(1/ 3,4) 32,8ПВО n nϕ = = ε ⋅µ ε ⋅µ = =   
Поскольку ϕ
 
> ПВОϕ , неоднородные волны в среде 2 действительно 
возникают. 
Для определения комплексного угла преломления v воспользуемся 
законом Снеллиуса: 
sin / sin 2 / 1v n nϕ = ,   причем  090v ja= +  и sin v cha= , cosv j Sha= − ⋅ . 
В результате: 
( )1sin 3.4 sin 1.3 2 a av cha e eϕ −= = = = + . 
Чтобы численно решить это трансцендентное уравнение, преобразу-
ем его следующим образом: 
( )ln 2.6 aa e−= − . 
Взяв в качестве нулевого приближения к корню значения a = 0 и 
проведя на микрокалькуляторе ряд последовательных итераций, получаем 
приближенное значение корня а = 0,756. 
Таким образом: 
/ 2 0.756v jpi= + ⋅ . 
Коэффициент фазы однородной плоской волны в среде 2: 
9
1
2 8
2 35 10 733
3 10
w
м
c
β −⋅ ⋅= = =
⋅
. 
Коэффициент фазы поверхностной волны: 
1
2 7.33 0.756 952.9пов cha ch мβ β −= ⋅ = ⋅ = . 
Фазовая скорость: 
82.308 10фпов
пов
w
v β= = ⋅ . 
 
5.3. Задачи для самостоятельного решения 
1. Определить глубину проникновения электромагнитного поля для про-
водника из меди (σ = 75.7 10⋅  См/м, µ =1) при двух частотах f1 = 50 Гц и f2 = l МГц. 
2. Плоская электромагнитная волна с частотой 1 ГГц распространя-
ется в среде с параметрами: ε =2.4, tgσ = 110− , µ =1.  Определить фазовую 
скорость,  длину волны и коэффициент ослабления. 
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3. Вычислить фазовую скорость, коэффициент ослабления и глубину 
проникновения поля для плоской электромагнитной волны с частотой 10 МГц, 
распространяющейся в металле, с параметрами: σ =5 · 710  См/м, µ
 
= 1. 
4. Электромагнитная волна распространяется в вакууме с фазовой 
скоростью 83 10 /фv c м с= = ⋅ . Частота поля f = 400 МГц. Определить длину 
волны  и коэффициент фазы. 
5. Среднее значение плотности потока мощности плоской электро-
магнитной волны в вакууме составляет 5 Вт/м2. Определить амплитудное 
значение Х-вой проекции вектора напряженности электрического поля и  
Y-вой проекции вектора напряженности магнитного поля. 
6. Найти длину волны в среде без потерь, имеющей параметры ε
 
= 5,  
µ
 
= 7 на частоте f = 200 МГц. 
7. Имеется плоская граница раздела двух сред с относительными ди-
электрическими проницаемостями 1ε  и 2ε . В первой среде силовые линии 
вектора E

 образуют угол 1θ  с направлением нормали. Найти ориентацию 
силовых линий поля E

 во второй среде. 
8. Амплитудное значение напряженности электрического поля па-
дающей волны xпадE = 250 В/м. Относительная диэлектрическая проницае-
мость материала ε
 
= 3,2. Найти модули усредненных значений векторов 
Пойнтинга падающей, отраженной и прошедшей волн. 
9. Плоская электромагнитная волна с перпендикулярной поляризацией 
падает из воздуха под углом 
060ϕ =
 на границу раздела с диэлектриком, 
имеющим параметры ε  = 3,8, µ .= 1. Амплитуда вектора напряженности 
электрического поля падающей волны xпадE
 
= 0,4 В/м. Найти амплитуды век-
торов напряженности магнитного поля отраженной и преломленной волн. 
10. Плоская волна с частотой f = 2 ГГц имеет амплитуду электрическо-
го вектора xпадE
 
= 350 В/м и падает из воздуха по направлению нормали на 
границу раздела с металлом, имеющим параметры µ
 
= l, 72 10σ = ⋅  См/м. Най-
ти амплитуду касательной проекции электрического вектора на границе раз-
дела, а также среднее значение вектора Пойнтинга прошедшей волны. 
 
5.4 Ответы 
1. 01∆  = 1 см; 
0
2∆  = 0,0063 см. 2. vф = 1,94 · 10
8
 м/с; λ = 0,194 м; α = 1,622 м–1. 
3. vф = 1,414 · 103 м/с; ∆0 = 22,5 мкм; α = 44,43 м–1. 4. λ = 0,75 м; β = 8,378 м–1. 
5. Ехт = 61,4 В/м; Нут = 0,16 А/м. 6. λ = 0,2535 м. 7. θ = arctg[(ε2/ε1)· tgθ1].  
8. Ппад = 82,9 Вт/м; Потр = 6,6 Вт/м; Ппр = 76,2 Вт/м. 9. Нпад = 5,9 · 10–4 А/м;  
Нотр = 9,2 · 10–4 А/м. 10.  Eɺ  = 0,372 · (1 + j) В/м; Пср.пр = 3,4 · 10–2 Вт/м. 
 262 
6. Элементарные излучатели. Распространение радиоволн 
 
6.1. Основные теоретические сведения 
Составляющие поля электрического вибратора равны: 
( )
( )
( )
3
2 2
3
2
1 cos ;
2
1 sin
4
0, 0, 0;
1 sin
2
jkr
r
a
jkr
a
r
jkr
I lE jkr ej w r
I lE jkr k r ej w r
E H H
I lH jkr ej r
θ
ϕ θ
ϕ
θ
pi ε
θ
pi ε
θ
pi
−
−
−
⋅
+ ⋅
⋅
= + − ⋅ ⋅
= = =
⋅
= + ⋅
ɺ
ɺ
ɺ
ɺ
ɺ ɺ
ɺ
ɺ
,                        (6.1) 
В ближней зоне ( r λ≪ ) составляющие поля равны: 
3 cos ;2r a
I lE j w r θpi ε
⋅
=
ɺ
ɺ
ɺ
 
3 sin ;4 a
I lE j w rθ θpi ε
⋅
=
ɺ
ɺ
ɺ
2 sin4
I lH
r
ϕ θpi
⋅
=
ɺ
ɺ ,
 
(6.2)
 
В дальней зоне ( r λ≫ ) составляющие поля равны: 
2
sin ;
4
jkr
a
I l kE j e
w r
θ θpi ε
−
⋅ ⋅
= ⋅
ɺ
ɺ
ɺ
sin
4
jkrI l kH j e
r
ϕ θpi
−
⋅ ⋅
= ⋅
ɺ
ɺ .
                 
(6.3) 
Мощность излучения: 
2 / 2P I R∑ ∑= ⋅ ,                                              (6.4)  
Сопротивление излучения: 
( )2280 /R lpi λ∑ = ⋅ ,                                           (6.5) 
Составляющие поля элементарного магнитного излучателя в дальней 
зоне равны: 
2 sin ;
jkrcIS ZE e
r
ϕ
pi θλ
pi
−
= ⋅
ɺ
ɺ
ɺ
2 sin
jkrISH e
r
θ
pi θλ
−
= ⋅
ɺ
ɺ ,                     (6.6) 
где /c a aZ µ ε=  – волновое сопротивление среды. 
Сопротивление излучения магнитного излучателя 
3 2
4
8
3 c
SR Zpi λ∑ = ,                                             (6.7) 
Напряженность поля излучателя, находящегося в свободном про-
странстве: 
( )0 60 ,PДE F
r
θ ϕ= ,                                         (6.8) 
где Р – мощность излучения, Д – КНД антенны, F ( ),θ ϕ  – ДН антенны. 
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Формула Введенского: 
1 2
2
60 4
m
PД h hE
r
pi
λ= ,                                          (6.9) 
где 1 2,h h  – высота передающей и принимающей антенны. 
Расстояние прямой видимости с учетом рефракции: 
( )0 1 24.12 ,[ ]r h h км= ⋅ + ,                                   (6.10) 
где  1 2,h h  – подставляются в метрах. 
 
6.2. Примеры решения типовых задач 
1. Электрический излучатель имеет длину l = 0,2 м и возбуждается от 
источника с частотой f = 15 МГц. 
Амплитуда тока в излучателе Im = 4 А. Найти амплитудные значения 
проекций mHϕ  и mEθ  на расстоянии r = 5 км от данного вибратора, полагая, 
что радиус-вектор, проведенный в точку наблюдения, образует угол 060θ =
 
с осью излучателя. Средой является вакуум. 
Решение: 
Длина волны: 
8 63 10 15 10 20c fλ = = ⋅ ⋅ =
 
м. 
Отношение:  0.2 20 0.01 20l λ = = ≪ .  
Излучатель можно считать элементарным источником.  
Коэффициент фазы: 
1
3
2 2 20 0.314 ,
0.314 5 10 1570 20
k м
k r м
pi λ pi
λ
−
= ⋅ = ⋅ =
⋅ = ⋅ ⋅ = =≫
 
Следовательно, точка наблюдения находится в дальней зоне. 
Из формулы (6.3): 
6sin 3.46 /
4
10mm
I IkH A м
r
ϕ θpi
−
= ⋅ = ⋅ . 
Отсюда:                   30 0 1.31 10m mE Z H l В мϕ
−
= = ⋅ . 
 
2. Используя условия примера 1, найти амплитуду тока в элементар-
ном электрическом излучателе, если известно, что мощность 2.5P∑ = Вт. 
Решение: 
Сопротивление излучения рассматриваемой антенны согласно (6.5): 
2 280 (0.01) 0.079R ОмpiΣ = ⋅ ⋅ = . 
Амплитуда тока в антенне 2 2 2.5 0.079 7.95mI P R AΣ Σ= ⋅ = ⋅ =  
 
3. Найти полную мощность, которую излучает электрический диполь 
в окружающее пространство, и его КНД. 
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Решение: 
Окружим диполь (рис.6.1) замкнутой сферической поверхностью. 
Мощность излучения ср
S
P П ds∑ = ∫  
Так как срП  не зависит от азимутального уг-
ла срϕ , то в качестве элемента ds целесообразно вы-
брать сферическую полоску радиусом sinr θ⋅  и ши-
риной r dθ⋅ . 
Тогда 22 sin 2 sinds r rd r dpi θ θ pi θ θ= ⋅ = ⋅ ⋅ . 
3 2 2 2
2
2 2
0
sin 2 2 sin
32 a
k I lP r d
w r
pi θ
pi pi θ θ
pi ε∑
= ⋅ ⋅∫  
где 1/ 2 .срП E H E иHθ ϕ θ ϕ =  ɺ ɺ ɺ ɺ определяются из (6.3). 
КНД диполя 
0
срП
Д
П
= , где 0П  – плотность потока мощности для ис-
точника, равномерно излучающего энергию. 
3 2 2
0 2 2 2 .4 48 a
P k I
П
r w rpi pi ε
Σ ⋅ ⋅ Ι
= =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 
Следовательно 
2 23 2 2 2
2
2 2 3 2 2
48sin 1.5sin .
32
a
a
w rk I
Д
w r k I
pi εθ θ
pi ε
⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ Ι
= ⋅ ⋅ =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ Ι
 
Максимальный КНД получается в направлении / 2θ pi= . Поэтому 
2 01,5sin 90 1.5максД = =  
 
4. Радиоволны длиной 227 м излучаются вертикальным диполем и рас-
пространяются по трассе, состоящей из двух неоднородных участков. Пер-
вый участок трасcы длиной r1 = 60 км –  сухая почва (ε =4, σ = 310−  См/м), 
второй участок длиной r2 = 10 км – море (ε =81, σ =4 См/м). Определить 
множитель ослабления вертикальной составляющей напряженности элек-
трического поля на расстоянии 60 км (на берегу моря) и 70 км (над морем). 
Решение: 
Воспользуемся формулой Шулейкина – Ван-дер-Поля. Численное 
расстояние будет равно: 
1
1 2 2
2
1
(60 )
rpiρ λ ε λ δ
⋅
= ⋅ =
+ ⋅ ⋅
3
2 3 2
60 10 1 57.
227 4 (60 227 10 )
pi
−
⋅ ⋅
⋅ =
+ ⋅ ⋅
 
Множитель ослабления: 
1
1
1 1 0.0088.
2 2 57
v
ρ
= ⋅ = =
⋅ ⋅
 
Рис. 6.1. Электрический 
диполь 
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Множитель ослабления на расстоянии 70 км: 
2
1 2
1 2
1 2
1
2 ( )
v
r r
r r
ρ ρ
= =
⋅ ⋅ ⋅ +
3
3
3 3
1 0.467.
57 2.5 102 (60 10) 10
60 10 10 10
−
=
⋅
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
⋅ ⋅
 
где  
3
32
2 2 2
10 10 2.5 10 .
60 60 227 4
rpi piρ λ δ
−
⋅ ⋅ ⋅
= == = ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 
 
5. Определить относительную диэлектрическую проницаемость и 
проводимость областей Д и Е в дневное время при осуществлении радио-
связи в средневолновом диапазоне на частоте 0,5 МГц. При этом будем по-
лагать, что высота области Д равна 80 км, а области Е – 120 км. 
Решение: 
Как известно, электронная концентрация для области Д –    3 310 /эN эл см= , 
а для области Е –   5 310 /эN эл см= , а частоты столкновений соответственно 
равны: для области Д –    6 110эфv с
−
= , для области Е  –     4 110эфv с
−
= . 
Определим ε  и σ  для области Д. 
Для области Д: 
2
2 2 2 2
0
3
6 2 12
8
2 2 2 2
3 6
8 13
6 2 12
1 1 3120( )
101 3120 1.(2 0.5 10 ) 10
2.82 10( )
10 102.82 10 2.82 10 .(2 0.5 10 ) 10
э э
э эфф эфф
э эфф э эфф
э эфф эфф
N e N
m w v w v
N e v N v
m w v w v
ε
ε
pi
δ
pi
−
− −
⋅
= − = − ⋅ =
⋅ ⋅ + +
= − ⋅ ≈
⋅ ⋅ ⋅ +
⋅ ⋅ ⋅
= = ⋅ ⋅ =
⋅ + +
⋅
= ⋅ ⋅ = ⋅
⋅ ⋅ ⋅ +
 
Для области E  131, 2.86 10 .См мε δ −= = ⋅  
 
6.3. Задачи для самостоятельного решения 
1. Электрический диполь длиной l = 2 м питается синусоидальным 
током с частотой f = l МГц и амплитудой Im = 5 А. Вычислить амплитуды 
напряженности электрического поля на расстоянии от диполя r = 20 м, 50 м, 
50 км. Расчет сделать при / 2θ pi= . Для каждого из расчетов сравнить ам-
плитуды напряженностей квазистационарного поля с полем излучения. 
2. Определить модуль коэффициента отражения и фазу коэффициен-
та отражения вертикально поляризованной волны при углах падения 
0 00 ,90ϕ =
 
и бϕ  для границы раздела воздух – влажная почва на длине волны 
λ
 
= 15 см. 
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3. Определить амплитуду горизонтальной составляющей напряжен-
ности электрического поля в непосредственной близости от поверхности 
Земли и на глубине 10 м при распространении радиоволн длиной 400 м над 
сухой почвой (ε
 
= 4, 32 10σ −=  См/м). 
4. Определить максимальную частоту на линии радиосвязи протяженно-
стью 800 км. Связь осуществляется ночью за счет отражения радиоволн от об-
ласти Е, расположенной на высоте 100 км над поверхностью Земли и имею-
щей максимальную электронную концентрацию 32 10ЭмаксN
−
= ⋅
 
См/м. 
5. Определить расстояние прямой видимости с учетом атмосферной 
рефракции, если высоты передающей и приемной антенн соответственно 
равны h1 = 25 м и h2 = 16 м, а метеорологические условия на трассе рас-
пространения радиоволн изменяются во времени по случайному (нормаль-
ному) закону. 
6. Найти действующее значение напряженности электрического по-
ля, создаваемого вертикальным электрическим диполем с мощностью из-
лучения Р = 26 кВт и коэффициентом направленного действия 1,5 на рас-
стоянии r = 300 км от передающей антенны, если передатчик работает на 
длине волны λ
 
= 3000 м. Расчет поля произвести для случая распростране-
ния радиоволн над почвой с параметрами (ε
 
= 4, 210σ −= См/м). 
7. Вычислить напряженность поля на расстоянии r = 1800 км по дан-
ным предыдущей задачи, приняв радиус Земли а = 6370 км. 
8. Квадратная рамка с размером сторон 10 см создает максимальную 
амплитуду напряженности электрического поля 45 10−⋅  В/м на расстоянии  
5 км. Определить ток в рамке, если λ
 
= 4 м. 
9. Вывести формулу для мощности излучения и сопротивления излу-
чения двухстороннего щелевого излучателя. 
10. Покажите, что сухая почва на частоте 300 МГц может рассматри-
ваться как диэлектрическая среда с потерями. 
 
6.4. Ответы 
1. 1,8
m
Eθ′ =  В/м; 0,3mEθ′′ =  В/м; 0,120m mE Eθ θ′ ′′= =  В/м; 
101,10 10
m
E −θ′ = ⋅  В/м;  
101,10 10
m
E −θ′′ = ⋅  В/м. 2. 
0
Bρ  = 0,85; 0ϕ   = 7º30'; 90B
ρ

= 1; 90ϕ   = 180º; бBϕρ = 0,535; 
бϕ  = 12º. 3. Е1т = 0,29 · Ет; Е2т = 0,204 · Ет. 4. fмакс = 1,6 МГц. 5. r0 = 37 км.  
6. Ед = 4,9 мВ/м. 7. Ед = 0,166 мВ/м. 8. I = 3,38 А. 9. 
2 2
2
0
4
3
щ щ
с
U I
P
z
∑
⋅
= ⋅ ⋅ pi
⋅ λ
; 
045 ( / )щP I∑ = ⋅ λ  
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ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ КУРСА «ЭЛЕКТРОДИНАМИКА И 
РАCПРОСТРАНЕНИЕ РАДИОВОЛН» 
 
Анизотропная среда – среда, параметры которой зависят от направ-
ления поля. 
Волна – всякое изменяющееся со временем чередование максимумов 
и минимумов некоторой физической величины. 
Волновод – экранированная линия передачи, как правило, с прямо-
угольной или круглой формой поперечного сечения. 
Градиент – вектор, направленный в сторону максимального возрас-
тания некоторой физической величины и численно равный скорости изме-
нения данной величины в этом направлении. 
Дивергенция – скалярная функция, численно равная величине пото-
ка физической величины на единицу объема. 
Дисперсия – зависимость фазовой (групповой) скорости волны от 
частоты. 
Емкость – величина заряда на единицу потенциала. 
Изотропная среда – среда, у которой параметры не зависят от на-
правления поля. 
Линейная среда – среда, у которой параметры не зависят от харак-
теристик поля. 
Магнитное поле – одно из проявлений электромагнитного поля, 
обусловленное электрическими зарядами движущихся электрических час-
тиц и изменениями электрического поля, оказывающее силовое воздейст-
вие на движущиеся частицы и выявляемое по силовому воздействию, на-
правленному нормально к направлению движения этих частиц и пропор-
циональному их скорости. 
Магнитостатический потенциал – величина, градиент от которой 
(со знаком «минус») равен напряженности магнитного поля. 
Нелинейная среда – среда, параметры которой зависят от характе-
ристик поля. 
Неоднородная  среда –  среда,  параметры  которой  зависят  от 
координат. 
Объемная плотность заряда – величина заряда на единицу объема. 
Однородная среда – среда, у которой параметры не зависят от 
координат. 
Плоская электромагнитная волна – волна, для которой характерна 
зависимость напряженности электростатического поля только от продоль-
ной компоненты Z, а фазовый фронт представляет собой плоскость. 
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Плотность тока – величина тока на единицу площади. 
Поверхностный эффект – вытеснение  тока на верхнюю сторону 
проводника, наиболее сильно проявляющееся в СВЧ диапазоне. 
Поле – задание в каждой точке пространства некоторой скалярной 
или векторной величины. 
Поляризация электромагнитных волн – ориентация вектора на-
пряженности электрического поля в пространстве. 
Резонатор – колебательный контур в СВЧ диапазоне. 
Ротор – векторная функция, численно равная циркуляции вектора по 
заданному контуру, отнесенная к площади этого контура. 
Свободное пространство – пространство без учета влияния Земли и 
поглощения в атмосфере. 
Стационарное поле – поле, характеризующееся отсутствием вре-
менных зависимостей физических величин. 
Фронт волны – поверхность с одинаковыми значениями фазы волны. 
Частота – число колебаний за одну секунду. 
Эквипотенциали – поверхности уровня, для которых величина по-
тенциала постоянна. 
Электрический заряд – свойство частиц вещества или тел, характе-
ризующее их взаимосвязь с собственным электромагнитным полем и их 
взаимодействие с внешним электромагнитным полем. 
Электрическое поле – одно из проявлений электромагнитного по-
ля, обусловленное электрическими зарядами и изменениями магнитного 
поля, оказывающее силовое воздействие на заряженные частицы и тела 
и выявляемое по силовому воздействию на неподвижные заряженные 
тела и частицы. 
Электромагнитное поле – вид материи, характеризующийся сово-
купностью взаимосвязанных и взаимообуславливающих  друг друга элек-
трических и магнитных полей. 
Электростатический потенциал – работа, совершаемая в процес-
се удаления единичного положительного заряда из данной точки в бес-
конечность. 
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ВОПРОСЫ К ЭКЗАМЕНУ ПО КУРСУ  
«ЭЛЕКТРОДИНАМИКА И РАСПРОСТРАНЕНИЕ РАДИОВОЛН» 
 
1. Математический аппарат электродинамики. Градиент, диверген-
ция, ротор. Теорема Остроградского – Гаусса. Теорема Стокса. 
2. Заряды, токи и векторы поля. Электромагнетизм и электромаг-
нитное поле. 
3. Уравнения Максвелла. 
4. Свойство материальных сред. Поляризация и намагничивание, 
электропроводность. Проводники и диэлектрики. 
5. Поля на границах раздела сред. Граничные условия. 
6. Закон Джоуля – Ленца, баланс энергии поля. Вектор Пойнтинга, 
энергия электромагнитного поля. 
7. Система уравнений стационарного электромагнитного поля. 
Электростатика и магнитостатика. 
8. Стационарные магнитные поля. Закон Био-Савара. Магнитный диполь. 
9. Энергия стационарных полей. Электрическая энергия и заряд. 
Магнитная энергия. Индуктивность. 
10. Гармонические колебания, комплексные амплитуды. Уравнения 
электродинамики в комплексной форме. 
11. Уравнение электродинамики второго порядка. 
12. Баланс энергии поля при гармонических колебаниях. 
13. Общие свойства решения системы уравнений электродинамики в 
комплексной форме. Принцип взаимности. 
14. Общие сведения об волновых процессах. Простейшие решения 
волновых уравнений. 
15. Плоские однородные электромагнитные волны. 
16. Поляризация и сложение волн. Стоячие волны. Дисперсия. Фазо-
вая и групповая скорости. 
17. Электродинамика и оптика. Отражение и преломление. Законы 
Снеллиуса. 
18. Поля при падении волны на границу раздела сред. Формулы Френеля. 
19. Полное отражение и направление волны. Плоский полый волно-
вод. Плоский диэлектрический волновод. 
20. Поверхностный эффект. 
21. Однородные уравнение Гельмгольца. Классы волн. 
22. Постановка краевых задач для классов волн. 
23. Периодические структуры. Передача и потери в структурах. 
24. Решение двумерного уравнения Гельмгольца методом разделения 
переменных. Цилиндрические функции. 
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25. Прямоугольный волновод. Классы волн. 
26. Круглый волновод. Классы волн. 
27. Коаксиальная линия, диэлектрические волноводы. Полосковые, 
щелевые и другие планарные структуры. 
28. Трехмерное уравнение Гельмгольца. Общая теория электромаг-
нитных резонаторов. 
29. Прямоугольный резонатор. Цилиндрический резонатор. Другие 
полые резонаторы. 
30. Излучение в свободном пространстве. Элементарные электриче-
ский и магнитный излучатели. Принцип Гюйгенса. 
31. Дифракция в свободном пространстве. Дифракция Франгоуфера. 
Дифракция Френеля. 
32. Поля в анизотропных, активных и нелинейных средах. 
33. Вычислительные методы в электродинамике. Проекционные ме-
тоды Бубнова – Галеркина. 
34. Дискретизация и декомпозиция. Математическое моделирование 
сложных структур. Системы автоматизированного проектирования уст-
ройства СВЧ. 
35. Перестановочная двойственность уравнений Максвелла. 
36. Классификация радиоволн по диапазонам частот и способу рас-
пространения. Поле излучателя в свободном пространстве. 
37. Область пространства, существенная при РРВ. 
38. Распространение земных волн. Электрические свойства различ-
ных видов поверхности земли. 
39. Поле элементарного электрического вибратора, поднятого над 
плоской земной поверхностью. 
40. Вертикальный вибратор. 
41. Горизонтальный вибратор. 
42. Интерференционная формула Введенского. Учет сферичности 
земной поверхности при пользовании интерференционными формулами. 
43. Поля направленного излучателя, поднятого над плоской земной 
поверхностью. 
44. Распространение радиоволн над неровной неоднородной трассой, 
когда антенны подняты высоко над поверхностью земли. 
45. Поле вертикального вибратора, расположенного вблизи земной 
поверхности. Распределение напряженности поля вибратора в вертикаль-
ной плоскости. 
46. Распространение радиоволн над неровной или неоднородной 
трассой, когда антенна расположены низко над поверхностью земли. 
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47. Расчет напряженности поля в зоне тени (дифракции). 
48. Состав и строение атмосферы. Диэлектрическая проницаемость и 
коэффициент преломления тропосферы. 
49. Методы измерения диэлектрической проницаемости тропосферы. 
50. Затухание напряженности поля радиоволн в тропосфере. 
51. Рефракция радиоволн в тропосфере. Эквивалентный радиус зем-
ного шара. 
52. Распространение УКВ на большие расстояния в условиях сверх-
рефракции. 
53. Дальнее распространение УКВ путем рассеяния на неоднородно-
стях тропосферы. Замирание радиоволн. 
54. Принцип образования ионосферы. Строение ионосферы. 
55. Нерегулярные явления в ионосфере. 
56. Диэлектрическая проницаемость ионизированного газа без 
учета потерь. Учет столкновения электронов с ионами и нейтронами, 
молекулами. 
57. Поглощение радиоволн и нелинейные явления в ионизированном 
газе. Скорость распространения радиоволн. 
58. Преломление и отражение радиоволн в ионосфере. Применимость 
приближения геометрической оптики при исследовании отражения радио-
волн от ионосферы. 
59. Влияние постоянного магнитного поля на электрические пара-
метры ионизированного газа. Гиромагнитный резонанс 
60. Исследование ионосферы методом вертикального зондирования, 
фазометрический и некогерентного рассеяния методы. 
61. Особенности распространения длинных и сверхдлинных волн. 
62. Особенности распространения средних волн. 
63. Особенности распространения коротких волн. 
64. Классификация случаев распространения УКВ. Нерегулярное и 
регулярное ионосферное распространение УКВ. 
65. Основные типы космических радиолиний. Характеристики меж-
планетной среды. Потери мощности УКВ на радиолинии Земля-Космос. 
66. Ошибки, вносимые атмосферной  в определении угловых коорди-
нат космических кораблей. Радиосвязь с использованием ИСЗ. 
67. Радиофизические параметры поверхностей и атмосфер планет. 
68. Радиоволны оптического и инфракрасного диапазонов. 
69. Полная мощность помех на входе приемника. Классификация помех.  
70. Проблема ЭМС РЭА.  
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